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- Notations et rappels

‚ Dans tout le problème, p désigne un entier strictement positif.

‚ On note N l’ensemble des entiers naturels. Pour tous entiers a et b dans N tels que

a ď b, on note Ja, bK “ tn P N | a ď n ď b u.

On note Sp le groupe des permutations de l’ensemble fini J1, pK muni de la composition.

On note ε : Sp Ñ t´1,`1u l’application signature, définie comme l’unique morphisme

de groupes de pSp, ˝q dans pt´1,`1u,ˆq qui vaut ´1 sur toutes les transpositions.

‚ On note MppRq le R-espace vectoriel des matrices carrées de taille pˆ p.

Pour tout px1, . . . , xpq P pRpqp, on appelle produit mixte de px1, . . . , xpq la quantité

rx1, . . . , xps “
ÿ

σPSp

εpσq
p

ź

i“1

xσpiq,i

où pour tout j P J1, pK, on a noté xj “ pxi,jq1ďiďp P Rp. En particulier, si on note

px1| ¨ ¨ ¨ |xpq la matrice de taille p ˆ p élément de MppRq dont les colonnes sont données

par les vecteurs x1, . . . , xp, on a donc l’égalité rx1, . . . , xps “ detppx1| ¨ ¨ ¨ |xpqq où det est

le déterminant usuel.

‚ Si F et G sont deux R-espaces vectoriels, on dit que f : F p Ñ G est p-linéaire alternée

si pour tout u “ pu1, . . . , upq P F p et tout i P J1, pK, l’application

y ÞÑ fpu1, . . . , ui´1, y, ui`1, . . . , upq

de F dans G est linéaire et pour tout σ P Sp on a

fpu ¨ σq “ εpσqfpuq

où u ¨ σ “ puσpiqq1ďiďp.

On notera AppF,Gq l’ensemble des applications p-linéaires alternées de F p dans G.

‚ Dans tout le problème, on considère un espace euclidien E de dimension d ě 1 muni

de son produit scalaire px, yq ÞÑ xx, yy. On note pour x P E, }x} “ xx, xy1{2 la norme

associée.
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‚ Pour tout entier q non nul, et toute famille pu1, . . . , uqq d’éléments de E, Vectpu1, . . . , uqq

désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par u1, . . . , uq.

‚ Pour tous u “ pu1, . . . , upq et v “ pv1, . . . , vpq dans Ep, on note Grampu, vq, la matrice

carrée de MppRq définie pour tous i, j P J1, pK par

Grampu, vqi,j “ xui, vjy .
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- Partie I

Soient V et V 1 deux sous-espaces de E de dimension p (on rappelle que p ě 1).

(1) (a) Montrer qu’il existe u1 P V et u11 P V 1 de norme 1 tels que

xu1, u
1
1y “ supt xa, a1y | pa, a1q P V ˆ V 1, }a} “ }a1} “ 1 u .

(b) Étendre ce résultat en montrant qu’il existe une famille u “ pu1, . . . , upq de

vecteurs de V et une famille u1 “ pu11, . . . , u1pq de vecteurs de V 1 telles que u

et u1 soient orthonormées et vérifient les deux conditions suivantes :

(i) Pour k “ 1, on a

xu1, u
1
1y “ supt xa, a1y | pa, a1q P V ˆ V 1, }a} “ }a1} “ 1 u .

(ii) Pour k P J2, pK, on a

xuk, u
1
ky “ supt xa, a1y | pa, a1q P V ˆ V 1, }a} “ }a1} “ 1,

xa, uly “ xa
1, u1ly “ 0 pour tout l P J1, k ´ 1Ku .

(Indication : On pourra construire les vecteurs uk et u1k par récurrence sur

l’entier k .)

On fixe deux telles familles u et u1 dans le reste de la partie I.

(2) Montrer que si dimpV X V 1q ě 1, on a uk “ u1k pour tout 1 ď k ď dimpV X V 1q .

(3) (a) Montrer que u est une base orthonormée de V .

(b) Montrer que pour k P J1, p´ 1K, on a u1k P Vectpuk`1, . . . , upqK .

(Indication : On pourra considérer l’application t ÞÑ ukptq “
uk`tul
}uk`tul}

pour

tous t P R et l P Jk ` 1, pK ainsi que sa dérivée.)

(c) Montrer que uk`1 P pVectpu1, . . . , ukq`Vectpu11, . . . , u1kqqK pour tout k élément

de J1, p´ 1K .

(d) En déduire que les sous-espaces Wk “ Vectpuk, u1kq pour k P J1, pK sont or-

thogonaux deux à deux.

(4) (a) Montrer qu’il existe 0 ď θ1 ď ¨ ¨ ¨ ď θp ď π{2 tel que cospθkq “ xuk, u
1
ky pour

tout k P J1, pK.

(b) Calculer la valeur de detpGrampu, u1qq en fonction des cospθkq .

(c) En déduire que detpGrampu, u1qq ď 1. Que dire sur V et V 1 dans le cas

d’égalité ?
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- Partie II

Pour tout e P Ep, on considère Ωppeq : Ep Ñ R définie pour tout u P Ep par

Ωppeqpuq “ detpGrampe, uqq .

(5) (a) Vérifier que l’application px1, . . . , xpq ÞÑ rx1, . . . , xps appartient à AppRp,Rq.

(b) Vérifier que si F est un espace vectoriel sur R et si f : F Ñ Rp est li-

néaire, alors g : F p Ñ R définie pour u “ pu1, . . . , upq P F p par gpuq “

rfpu1q, . . . , fpupqs est un élément de AppF,Rq .

(6) (a) Montrer que pour tout e P Ep, on a Ωppeq P AppE,Rq .

(b) Vérifier que pour tout pe, uq P Ep ˆ Ep, on a Ωppeqpuq “ Ωppuqpeq .

(c) Montrer que Ωp P AppE,AppE,Rqq .

(7) (a) Soient M P MppRq, e “ pe1, . . . , epq et e1 “ pe11, . . . , e
1
pq dans Ep vérifiant

e1i “
řp
j“1Mijej pour tout i P J1, pK . Montrer que Ωppe

1q “ detpMqΩppeq .

(b) Soit e P Ep. Montrer que Ωppeq ‰ 0 si et seulement si e est une famille libre.

(c) Vérifier que Ωppeqpeq ě 0 pour toute famille e P Ep.

Dans la suite pour tout e P Ep, on appelle p-volume de e la quantité

volppeq “
b

Ωppeqpeq “ pdetpGrampe, eqq1{2 .

(8) (a) Calculer volppbq lorsque b “ pb1, . . . , bpq est une famille orthonormée de vec-

teurs de E.

(b) On suppose ici que p ě 2. Soit e “ pe1, . . . , epq P Ep. On note pr la

projection orthogonale sur l’orthogonal de l’espace engendré par la famille

ep2 “ pe2, . . . , epq. Montrer que volppeq “ }prpe1q}volp´1pep2q.

(c) Pour toute famille libre e “ pe1, . . . , epq P Ep, montrer que volppeq ď
śp

i“1 }ei}

avec égalité si et seulement si e est une famille de vecteurs orthogonaux 2 à

2.

(9) (a) Montrer que si e P Ep est une famille libre et si b P Ep est une base ortho-

normée de Vectpeq, alors volppeq “ | detpP e
b q| où P e

b est la matrice de passage

de b à e i.e. ej “
řp
i“1pP

e
b qijbi pour tout j P J1, pK .

(b) Montrer que pour tous e, e1 P Ep, on a |Ωppeqpe
1q| ď volppeqvolppe1q .
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- Partie III

Soient e “ pe1, . . . , edq une base orthonormée de E, p un entier tel que 1 ď p ď d et

Ip “ tα “ pi1, . . . , ipq P Np | 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ip ď d u.

Pour tout α “ pi1, . . . , ipq P Ip, on note eα “ pei1 , . . . , eipq P E
p et pour tous ω et ω1

éléments de AppE,Rq

(1) xω, ω1y “
ÿ

αPIp

ωpeαqω
1
peαq .

(10) (a) Montrer que pour tout ω P AppE,Rq, on a ω “
ř

αPIp ωpeαqΩppeαq .

(b) En déduire que pω, ω1q ÞÑ xω, ω1y est un produit scalaire sur AppE,Rq pour

lequel pΩppeαqqαPIp est une base orthonormée de AppE,Rq et donner la di-

mension de AppE,Rq .

(c) Construire dans le cas p “ d´ 1 une isométrie entre AppE,Rq et E .

(11) On considère u, v P Ep. Montrer que

Ωppuqpvq “ xΩppuq,Ωppvqy .

(12) Montrer que le produit scalaire pω, ω1q ÞÑ xω, ω1y défini par (1) ne dépend que du

produit scalaire sur E et non du choix de la base orthonormée e .

- Partie IV

Soit p P J1, dK. On définit une relation sur l’ensemble des bases d’un sous-espace V de

dimension p de E par : e et e1 sont en relation si detepe
1q ą 0 où detepe

1q est le déterminant

de e1 dans la base e. On admet que cette relation est une relation d’équivalence sur

l’ensemble des bases de V pour laquelle il existe exactement deux classes d’équivalence

appelées orientations de V . Un sous-espace orienté est un couple pV,Cq où C est une

orientation de V .

On note ĂGrpp, Eq l’ensemble des sous-espaces orientés de dimension p de E .

(13) (a) Montrer que si e et e1 sont deux familles libres de cardinal p de E alors Ωppeq

et Ωppe
1q sont colinéaires si et seulement si Vectpeq “ Vectpe1q .

(b) Montrer que pour tout sous-espace vectoriel orienté pV,Cq de dimension p

de E, il existe une unique ΨpV,Cq P AppE,Rq tel que pour tout e P C on a

Ωppeq “ volppeqΨpV,Cq .
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(14) On munit AppE,Rq du produit scalaire introduit dans la partie III.

(a) Vérifier que Ψ : pV,Cq ÞÑ ΨpV,Cq est une injection de ĂGrpp, Eq dans la sphère

de rayon 1 de AppE,Rq .

(b) Montrer que ΨpĂGrpp, Eqq est une partie compacte de AppE,Rq .

(15) Montrer que ΨpĂGrpp, Eqq est une partie connexe par arcs de AppE,Rq si et seule-

ment si p ď d´ 1 . (Indication : On pourra utiliser la question 3d.)

‹ ‹ ‹

6/6


