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ECOLE NATIONALE DE L’AVIATION CIVILE ICNA 2017

EPREUVE OBLIGATOIRE DE MATHEMATIQUES

A LIRE TRES ATTENTIVEMENT

L’épreuve obligatoire de mathématiques de ce concours est un questionnaire & choix multiple qui sera
corrigé automatiqguement par une machine & lecture optique.

ATTENTION, IL NE VOUS EST DELIVRE QU'UN SEUL QCM

1) Vous devez coller dans la partie droite prévue a cet effet, I'étiquette correspondant a P’épreuve que
vous passez, ¢'est-a-dire « épreuve obligatoire de mathematiques ».

POSITIONNEMENT DES ETIQUETTES

Pour permettre la lecture optique de I'étiquette, positionner celle-ci en position verticale avec les chiffres
d'identification @ gauche (e trait vertical devant traverser la totalité des barres de ce code).

EXEMPLES :
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:
2)  Pour remplir ce QCM, vous devez utiliser un STYLO BILLE ou une POINTE FEUTRE de couleur

NOIRE.

3) Utilisez le sujet comme brouillon {ou les feuilles de brouillons qui vous sont fournies & la demande par
la surveillante qui s’occupe de votre rangée) et ne refranscrivez vos réponses qu'aprés vous étre relu
soigneusement. :

4) Volre QCM ne doit pas étre souillé, froissé, plié, écorné ou porter des inscriptions superflues, sous
peine d’étre rejeté par la machine et de ne pas étre corrige.

Tournez la page S.V.P.
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5) Cette épreuve comporte 40 questions obligatoires.
Chaque question comporte au plus deux réponses exactes.

A chague question numérotée entre 1 et 40, correspond sur la feuille-réponses une ligne de cases qui
porte le méme numero (les lignes de 41 & 100 seront neutralisées). Chaque ligne comporte 5 cases A,
B,C.D,E.

Pour chaque ligne numérotée de 1 a 40, vous vous trouvez en face de 4 possibilités :

» soit vous décidez de ne pas traiter cette question,
la ligne correspondante doit rester vierge.

» soit vous jugez que la question comporte une seule bonne réponse :
vous devez noircir 'une des cases A, B, C, D.

> soit vous jugez que la question comporte deux réponses exactes
vous devez noircir deux des cases A, B, C, D et deux seulement.

» soit vous jugez qu'aucune des réponses proposées A, B, C, D n'est bonne :

vous devez alors noircir fa case E.

Attention, toute réponse fausse peut entrainer pour la question correspondante une pénalité dans la
note.

EXEMPLES DE REPONSES :

Question 1: 17 + 27 vaut:
A)3 B)5 C)4 D)-

Question 2 : le produit {-1) {-3) vaut :
A})-3 B)-1 C)4 D)o

Question 3 : Une racine de I'équation ¥ —1=0 est:
A1 B0 Cc)1 D)2

Vous marquerez sur la feuille réponse :

— T [ ] [ ] I ]

A B C D E
1 —1 3 — 1 4
— | I—| — 1 |

A B C D E
2 — — — — —
] — ] —  E—

A C D E
3 I ] I 1 I ] I 1 —
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Page 7, question 24, réponse B)

Au lieu de : x (petit x)
Lire : X (grand x)
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Dans la deuxiéme ligne de la question 27, il manque < 1
Au lieu de : -1 <x1<x2<..<Xk-1

Lire : -1<x1<x2< .. <Xk1<1
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PARTIE 1

Les questions de 1 & 7 sont indépendantes entre elles.
Dans les questions 1,2,3, on considére un dé ayant une forme de tétragdre régulier bien équilibré dont les faces
sont numérotées de 1 4 4.

Question 1 Oxn lance le dé et on repére le numére de la face cachée.
A} TL’univers est équiprobable .
B) L’univers est le dé .
C) Liunivers est N*.
D) L'univers est {1;2;3;4}.

Question 2 §i on lance deux dés alors :

A) T’univers cst Pensemble [1;4].

B) Liunivers est Uensemble {1;2;3;4} x {1;2;3;4}.
C) L’univers est Pensemble {1;2;3;4}.

D) Lunivers est Uensemble [1;4]7 .

Question 3 On lance un dé sur une table en verre. On note le numéro indiqué sur la face en contact avec la table.
On définit une probabilité p sur Uensemble des résultats de la fagon suivante : Vk € {1;2;3;4}, p(k) est
proportionnelle & k.

A) La probabilité d’obtenir 2 est 1/2.
B) La probabilité d’obtenir 4 est 2/5 .
C) La probabilité d’obtenir £ est 1/4 .
D) Les événements "obtenir 2" et " obtenir 4" sont indépendants.
Question 4 Si A et B sont deux événements d’un espace méme probabilisé §2 alors :
A) On atoujours : p(ANB) = p(A)p(B).
B) 1l existe un événement A indépendant de lui méme.
C) On a toujours : p(AB) — p(A)p(B) = p(A)p(B) — p(AN B).
D) Si A et B sont indépendants alors p(AlJ B) = p(4) + p(B).
Question 5 On se place dans N*.Un nombre est dit symétrique si son écriture décimale présente une symétrie. Ainsi

les nomibres 1221 et 1423241 sont des nombres symétriques. Cette question ne concerne que les nombres
symétriques ne se terminant pas par 0.

A) Ty a 9 nombres symétriques de deux chiffres.
B) Iy a 9% nombres symétriques de quatre chiffres.
C) 1l y a 50 nombres symétriques de cing chiffves qui sont tous des chiffres pairs.
D) 1y a 9* nombres symétriques de six chiffres.
Question 6 Deux joueurs A et B jouent avec deux dés cubiques bien équilibrés. Ils lancent les dés et s’intéressent & la
sommie des nombres affichés sur la face supérieurc.

A gagnera si 1a somme est 7 et B #i la somme est 6 .
A et B jouent alternativement , B joue le premier. Le jeu s’arréte dés que 'un d’eux gagne.

A) Les événements " A gagne " ct "B gagne” sont équiprobables.

5

B) La probabilité que A gagne & son troisiéme lancer est (%)z(ﬁ)g
30
C) La probabilité que "A gagne" est L

30
D) La probabilité que "B gagne" est 61
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Questmn 7 Unc hoite contient n boules numérotées de 1 4 n. On tire au hasard une boule. On g’intéresse a la

Question 8

Question 9

Question 10

probabilité que le numéro tiré soit divisible par 3 ou 4. Pour tout récl 2 ,on note [2] la partie entiére de .

1
A) La probabilit¢ que le numéro tiré soit divisible par 3 est 3

5}

B) La probabilité que le numéro tiré soit divisible par 3 est

i
C) La probabilité que le numeéro tiré soit divisible par 3 ou pat 4 egt 5

D) La limite quand n tend vers infini de Ia probabilité que ie numéro tiré soit divisible par 3 ou par 4
ost —
2
La vie de Médor.

Considérons dans £ = M3(R) la matrice A qui représente dans la base canonique 'endemorphisme f de
R?

09 005 0.06

A) 1 est valeur propre de la matrice A.
B) Le polynéme caractéristique de f admet une scule racine réelle.
C) Chague espace propre de A est de dimension 1.

D) La suite (A™),cw converge vers une matrice diagonale.

A) A est invezsible,
B) Si A est inversible, alors les valeurs propres de A~! sont les inverses des valeurs propres de A.

C) En général, si une matrice B est inversible, alors elle a les mémes espaces propres et les mémes valeurs
propres que BL,

D) 0 n’est pas valeur propre de A donc A est diagonalisable.

1 0 0
A) Lamatrice A est semblable & une matrice D de la forme 0 015 0 |- @ étant un nombre récl.
6 0 «
B) T existe unc matrice P inversible telle que : D = PAP1,
5 i 1
C) Une base de vecteurs propres est : { N I 1 13
—16 1 16

D) Lasomme des termes de chaque ligne valant 1, ¢’est aussi la sormme des valeurs propres.
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Question 11 Considérons la matrice B = 100A4.

A)

A est diagonalisable équivaut & B est diagonalisable.

B) Si A est valeur propre de B alors 100X est valeur propre de A .

C) Les espaces propres de A sont distincts de ceux de B.

9 0.02

Si 2 est vecteur propre de 3, alors 0.02 est vecteur propre de A.

—32 —0.32

Pour la suite, on considére le comportement du petit chien Meédor.Celui ci a trois activités
principales :

Ma

: Manger

Pr : Se promener

Do :

Dormir

Aprés avoir observé le comportement du chien . TI est possible de synthétiser son comportement de la
facon suivante.Chaque activité lui est proposée & intervalles de temps réguliers.

La probabilité que Médor mange sachant qu’il vient de manger est 0.9.

La probabilité que Médor mange sachant qu’il vient de se promener est 0.05.
La probabilisé que Médor mange sachant qu’il vieat de dormir est 0.05.

La probabilité que Médor dorme sachant qu’il vient de se promener est 0.
La probabilité que Médor dorme sachant qu'il vient de dormir est 0.2.

La probabilité que Médor dorme sachant qu’il vient de manger est 0.8.

La probabilité que Médor se proméne sachant qu’il vient de dormir est 0.05.
La probahilité que Médor se proméne sachant qu’il vient de manger est 0.95.

La probabilité que Médor se promeéne sachant gu’il vient de se promener est 0.

On mmérote les activités successives dans le temps en commengant & n = 1 qui correspond au temps 1.
La premiére activite (temps 1)est : se promener. On définit les événements suivants au temps n. {necN):

{Ma), &lactivité n le chien mange.

Pr),, 4 lactivité n le chien se proméne.
i3

{Do),, alactivité n le chien dort.

p((Ma)n)

On notera X, le vecteur : X, = P({PT)n)

p({Do)y)

3/9
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Question 12 A) X

fl
=)

0

B) p((Ma), )= 0.9p((Ma)y) + 0.05p({Pr),) + 0.05p((Do),).
C) p((Ma)ni1) = p((Ma)y) + p((Prin) + p{(Do)y,).
D) p((Pr)ss) = 0055((Ma)) + 0.95p((Do),)

Question 13 A désignant la matrice précédemment définie.
A) Xy = A%X,,
B) X,=A"X,.
C) X4 = A"X,,

D) (1 0 (J)-X»,wp((Ma)n)-

Question 14 A) Les trois suites ayant respectivement pour terme général p((Ma)y,); p((Pr),); p({Do)y). convergent
vers la méme limite.

B) La limitc de la suite de terme général p((M a)n) dépend du type de la premiére activité.
1
C) La limite de Ia suite de terme genéral P((Pr)n) est 3

D) La limite du vecteur X,, cst le vecteur

1 1 -5 1 00 1 1 =5 0
1 1 79 00 0 1 1 79 1
1 —16 16 0 0 0 1 -16 16 0
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Question 15

Question 16

Question 17

Question 18

Question 19

PARTIE 2

Soit B = B3 espace euclidien muni du produit scalaire canonique.
On considére lendomorphisme f de F dont la matrice dans la base canonique (e1,€ea,e3) cst

A)
B)
C)
D)

A)
B)

C}
D)

A)
B)
C)
D)

rg{d) < 3.

rg(A) + dimKerA = 3.

detA est non nui.

Si on nomme Cj, Cy, Cy les colonnes de la matrice A,alors :

A est gemblable a la matrice B dont les colonnes sont Cy — Cp,Cy — Cs, (5 .

1l peut exister une matrice orthogonale €} et une matrice diagonale D a coefficients diagonaux stric-
tement positifs telles que :A = QDQ.

Tl existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que 1A = P1DP.
P étant la matrice de passage de la base canonique & une base de vecteurs propres.

Si A est la matrice de f dans la base {—eq; —eq; —e3) alors detA = —detA’

G A’ est la matrice de f dans la base (e1;es + eryer + e3) alors A diagonalisable équivaut a A
diagonalisable.

Imf et Kerf sont supplémentaires.

Imf et Kerf ne sont pas supplémentaires orthogonaux.

L’orthogonal de kerf est strictement inclus dans fmf.

kerf et Imjf sont stables par f.

De maniére générale :

A)
B)

C)
D)

Si une matrice B est diagonalisable alors la matrice 3B est diagonalisable et a les mémes valeurs
DPropres.

Si les matrices de M3(R), B et C sont diagonalisables, alors
la matrice B — ' est toujours diagonalisable .

Si k est une valeur propre de B alors k™ est une valcur propre de B™

Les matrices B et 38 ont les mémes egpaces propres.

Soit M une matrice de M, ;) (R) (avec 1 > p) ct LM sa transposée .
De maniére générale :

A)

g as

)
)
)

MEM =t M. M.

Si M.'M est inversible alors *M.M est aussi inversible.
MM est tonjours diagonalisable.

M, MM et tM.M ont lc méme noyau.

5/9
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PARTIE 3.

Le but de ce probléme est d'étudier quelques propriétés liges 3 Pintégration ou a la dérivation de la fonction
polynémiale : z — (2% — 1)".

Propriétés liées a I’intégration
Dans un premier temps, on cherche Pexpression générale de Uintégrale : J,, = Ll (1= 22Y*dz avee n e N,

Question 20 En intégrant J = Lll 221 — 2%y 'dx on obtient :

A) J=(2n+1)J,

B) J=2nlJ,
1
C = -J,
) 2n+1

1
D) Pour nvonnul, J = 7,
2n

Question 21 En calculant ensuite la différence J,,_; — Jn pour n non nul, on obtient la relation de récurrence suivante.

A).I:QZ;%ﬂﬂ.
B) J :Z%%JH.
C)Jﬁ:§§%3%_b
m
D)Lhzégéi%%.

Question 22 On obtient pour 7, = f_ll (2 — 1)%dx
\ , 2n + 1)1
A) I, = (—pynptantn 2t 1!

(2n + 1)1
- ()2

B) I, = (_1)7@2(271)

2
_ (_qymgtatn (D7
€) In=(-1)2 (2n+1)!

_ na(dn (2“)!
D)irnw(—l)z(%ET:UWE

Propriétés liées a la dérivation

dﬂ,

Question 23 On définit dans R[X] les polynémes P, = (X2 - 1" et L, = d—XT%(Xz — 1)™. Avec les conventions

habituelles, on prendra Lo = 1.
On peut alors dire que :

{2n + 1)! ot

((n+1)1)
B) Ly, est toujours un polynéme pair.

A) Le tarme dominant de L, est

C) L, alaméme parité que n+ 1.

D) L, ala méme parité que n.
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Question 24

Question 25

Question 26

Question 27

Question 28

Question 29

Question 30

A partir de la définition de L.,, on peut écrire :

k n—k
__ k=n onln—1)L {(n—k+1) d d
A) Ln=) B2 gxk (X —1)" dXn— k(X +r
k n—k
_ k=n n{rn—1)...(n—k+1) d d n
B) 2k=0 RO D)1 gxF (X ="y axXn—k e 1)
k n—k
_ k=n aln=1).(n—k) 9 d
C) Ly = k:? I?(f?—l)(kfﬂ)...l dXk {'X - 1) dXxr— .'c(X+ 1)
k n—k
- E=n n(n—1)...(n—k) d d 7
D) Ln—Zkzgzm—-gdek( U D
On en déduit alors que pour tout entier naturel n :
A) Ln(l) = Lp(—1)
B) Lp()=0
C) Lp(l)y=mnl
D) L,(1)=2"n!
On pose PS”? = i«wP En caleniant P( Vet B ,,(,2), on constate que :

dXF
A)
B)
C)
D)

P,gl) et P,Eg) n'ont pas de racines autres que 1 et —1 dans [~1,1].

P a une racine dans | —1,1] et P n’a pas de racines dans | — 1,1[.
P® 4 une racine doubic dans | — 1,1,

( ) a deux racines symétriques dans | — 1,1].
On suppose que pour k > 2, PT{kal) admet k — 1 racines X telles que :

1< X< Xe < . ¢

A) L’hypotheése est impossible car les seules racines de P,gk_” sont 1 et —1.

B) O peut appliquer le théoréme de Rolle et on constate que P wannule alors k+ 1 fois dans [—1,1]
C) On peut appliquer le théoréme de Rolle et on constate que B stannule alors k — 1 fois dans | —1,1]
D) On peut appliquer le théoréme de Rolle et on constate que P( ) gannule alors & fois dans 1—1,1]

On peut done en déduire que :

A) Powr tout n, Ly{1) = La(—1).

B) I, est scindé sur R et que ses racines sont simples toutes dans | —
©)
D)

L.
Si 7 est impair, alors les racines de L, sont symétriques.

Si n est pair, alors L,, admet 0 comme racine.

Fn calealant PLY, et P(+)1a

AT pour n non oul, o obtient la relation :

A) PP =200+ 1)?Py +dn(n+1)P, 1 .
B) PP = (n+ 1)*Pai +dnln+ 1), .

C) PP, =2@n+1)(n+ )Py +4n(n+1)P_s .
D) P =

T

=(2n—1(n+1)P, —dn(n+ 1)1

(1)

En dérivant n fois P,/ , on obtient pour n non rul :

Ay Lpo= Q(n +0XL,+2(n+ I)XQR(AH_-E).
B) Lyt = 2n+ DXLy + 2(n+ 1){n — 1)2P& Y.
C) Lnp1 = 2(n+ 1) XLy + 20(n + )P,

D) Lnper = 2(n+1)X Ly + 2(n — D(n+ P Y.

7/9
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Question 31

Question 32

Question 33

Question 34

Question 35

Question 36

En dérivant n — 1 fois 'expression de P7£,2|)1 obtenue précédemment, on obtient pour n € N* :

A) Luwi =200+ 12P8 Y 4 dn(n + 1)Ly

B) Loy = (n+ 2PV 4 dn(n + 1)L,

C) Ly =2(n+1){2n+ l)P,E"_l) +4n(n 4+ 1)L, .

D) Ly = (n+1)2n— DR Y Cdnfn+ 1)L,

On obtient finalement pour n € N* la relation permettant d’exprimer Ly en fonction de Ly, et de L,,_ .
A) Ln—i-l = 2(7‘1 -+ ].))(_L,,I — 4(’]’L — 1)2[/7,,_[.

B) Lyy =2(n+ 1)XL, —4n’L,_, .

C) Ly =2(n+1)XL,+4n°L,_,.

D) L'n+1 = 2(n + I)XLN, + 4-{71 — 1)2Ln,] .

La relation exprimant L, en fonction de Ly, et de L,_; permet ainsi de caleuler les différents polyndmes
L, .Ainsi on obtient pour Ly Fexpression suivante.

A) Ly = 35(48X* —30X2 1 3).
B) L;=42(40X" - 30X? +3).
C) Ls=48(35X* - 30X2+3)
D) Ly =40(42X* - 30X? 4 3)

Si I’ et Q sont deux polynémes de R[X] on associe & R[X] le produit scalaire

1
< P|Q »= / P{X)Q(X)dX

En procédant & des intégrations par parties successives on montre que pour m < n
dnsz

[ —k )
T (X2 X RY,

A) < Lp|X™ = (1" mim — 1.(m — k) f_ll

B} < Ly|X™ >= (—1)*m(m — 1)...(m — k) [, %:T(Xz —~ 1) xmkdX,
1 d:rrf—m,—t—l )
C) < LalX™ >= (—1)mml [}, o (X2 1P XX
1 dn—m+1
D) < Ll X™ = (1)t 1 e (X - 1)PXdX

On en déduit que pour m < n :

A) <L, X™ >=(—1)"ml

B) < L,[X™ >=(-1)""1(m — 1)

C) < Lp|X™ >=(n—m)!

D) <Ly|X™>=0

On peut en déduire alors si m est différent de n :
A} < LnjL'm = (_]Jm--l«n(m + n)'

B) < Lp|lm »>=(-1)"""m - 1)!

C) Sin>malors < Ly|Ly >= (—1)"""(n —m)!
D) <Ly|lym>=0

On se propose de calculer [{L,]| & partir du calcul de J = [|7,,]|°.
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. Question 37 En intégrant n fois par parties 'intégrale J, on obtient :

A) J:]l(Xﬂflwlﬁﬁi{Xﬂflde
J—1 dX‘Zn—i—l
1 d2n+1
B) J:(—DﬂLAXQ—1W&X§;ﬂXQ—1WdX
1 dzn
C) Je:(fnﬂj_gxﬂ—-n“dxanoxg—-Dndx
D) J:jd(X2~1Wiﬁii{X2—1WdX
-1 dX2n+l

Question 38 On obtient alors comme expression de [{Ln||* :

_22n{pl)?
A‘) HLH,HZ - T—Fl——
. 5 22n-l—1(n!}2
B) Il = =5
2 _ 22n(n!)2
C) “LnH - (27’t,+“T)!
D) ||La/|* =1

Question 39 On sc place maintenant dans Rs[X] et on considére la famille constituée par les polynomes Lg, L1, La, Ly
et on cherche & exprimer un polynéme de Ry[X] sous la forme :

alg + ﬁL1 +ylo + L3

A} La décomposition n'est pas unique.

B) La décomposition est unique car la famille est orthogonale.

C) La décomposition est unique si on impose o+ Brmyd+6=(-1)°

D) La décomposition est unique si on impose o+ 8+ + =10

Question 40 Soif le polynéme @ = X 3 _ 1 on peut écrire @ sous la forme :

1 3 3 1

A) Q7§LO+§L17§L2+§L3.
1 3 3 1

= — —Jq — =Ly — =Lj.

B) @ 2L0+2L1 gt 2L3,

C) Q = LO “i‘ §L1 + "2*L2 + 2L3

3 i
D) Q=—Lot —In+—La.
) @ L0+10 1+120 3

{MPRIMERIE NATIONALE - D'aprés dosuments fournis
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