
Corrigé

Correction exercice 1.

1. On pose, lorsque cela est possible Γ(x) =

∫ +∞

0
tx−1 e−t dt.

1.1. Pour tout x ∈ R, la fonction t 7→ tx−1 e−t est continue sur R∗+. De plus, comme lim
t→0

e−t = 1,

tx−1 e−t ∼ tx−1 lorsque t tend vers 0+.
- Si x 6 0, alors x − 1 6 −1 et la fonction t 7→ tx−1 n’est pas intégrable sur ]0, 1]. Donc Γ

n’est pas définie pour x 6 0.
- Si x > 0, alors x − 1 > −1 et la fonction t 7→ tx−1 est intégrable sur ]0, 1]. D’autre part,

t2 tx−1 e−t tend vers 0 lorsque t tend vers +∞ par croissances comparées. Donc tx−1 e−t =

o
(

1
t2

)
lorsque t tend vers +∞. Or, la fonction t 7→

1
t2 est intégrable sur [1,+∞[. Ainsi, la

fonction t 7→ tx−1 e−t est intégrable sur R∗+.

Ainsi, ∆ = R∗+ .

1.2. Soit x ∈ ∆. On pose u(t) = tx et v(t) = − e−t définies et de classe C1 sur R∗+. Comme
lim
t→0+

u(t)v(t) = 0 et lim
x→+∞

u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on peut réaliser une inté-
gration par parties :

Γ(x + 1) =

∫ +∞

0
u(t)v′(t)dt = [u(t)v(t)]+∞

0 −

∫ +∞

0
u′(t)v(t)dt

= −

∫ +∞

0
xtx−1(−e−t)dt

Ainsi, Γ(x + 1) = xΓ(x) .

1.3. Soit n ∈ N.

On montre par une récurrence simple que Γ

(
n +

1
2

)
=
√
π

n−1∏
k=0

(
k +

1
2

)
. Donc :

Γ

(
n +

1
2

)
=

√
π

2n

n−1∏
k=0

(2k + 1) =

√
π

2n

(2n)!∏n
k=1(2k)

=
√
π

(2n)!
22nn!

Ainsi, Γ

(
n +

1
2

)
=
√
π

(2n)!
22nn!

.

2. Pour tout entier naturel n, on pose In =

∫ +∞

0
t2nexp

(
−t2

)
dt.

7/25



2.1. Soit n ∈ N. La fonction t 7→ t2nexp
(
−t2

)
est continue sur R+.

De plus, lim
t→+∞

t2t2nexp
(
−t2

)
= 0 par croissances comparées. Donc t2nexp

(
−t2

)
= o

(
1
t2

)
, et la

fonction t 7→ t2nexp
(
−t2

)
est intégrable sur [0,+∞[. L’intégrale In est donc bien définie.

2.2. La fonction u : t 7→ t2 étant une bijection strictement croissante et C1 de R+ dans R+, on
effectue le changement de variable u = t2 (dt = du/2

√
u) :

In =
1
2

∫ +∞

0
un e−u du

√
u

=
1
2

Γ

(
n +

1
2

)

Ainsi, In =
(2n)!

22n+1n!
√
π .

3. On pose, lorsque cela est possible, H(x) =

∫ +∞

0
cos(xt) exp

(
−t2

)
dt

3.1. La fonction u 7→ cos u est développable en série entière sur R et :

cos(u) =

+∞∑
n=0

(−1)n u2n

(2n)!

3.2. Soit x ∈ R. On applique le théorème d’intégration terme à terme :

- les fonctions fn : t 7→ (−1)n (xt)2n

(2n)!
e−t2 sont continues et intégrables sur R+ ;

- d’après la question précédente, la série
∑

fn converge simplement vers t 7→ cos(xt) e−t2

qui est continue sur R+ ;
- la série ∑

n≥0

∫ +∞

0
| fn(t)| dt =

∑
n≥0

∫ +∞

0

(xt)2n

(2n)!
e−t2dt =

∑
n≥0

x2n

(2n)!
In

converge car
x2n

(2n)!
In =

x2n

22n+1n!
√
π =

(x2/4)n

n!

√
π

2
, qui est le terme général d’une série

exponentielle.
Ainsi, la fonction t 7→ cos(xt) e−t2 est intégrable sur R+ et :

H(x) =

∫ +∞

0

+∞∑
n=0

fn(t)dt =

+∞∑
n=0

∫ +∞

0
fn(t)dt =

+∞∑
n=0

(−1)n (x2/4)n

n!

√
π

2
= e−

x2
4

√
π

2

4. On se propose de retrouver le résultat précédent par une autre méthode.
4.1. Notons f : (x, t) ∈ R × R+ 7→ cos(xt)exp(−t2).

- Pour tout x ∈ R, la fonction t 7→ f (x, t) est continue sur R+ et intégrable sur R+ car pour
tout t ∈ R+, | f (x, t)| ≤ exp(−t2) et cette dernière fonction est intégrable sur R+ d’après la
question 2.1..
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- Pour tout t ∈ R+, la fonction x 7→ f (x, t) est de classe C1 sur R et :
∂ f
∂x

(x, t) = −t sin(xt)exp(−t2).

- Pour tout x ∈ R, la fonction t 7→
∂ f
∂x

(x, t) est continue sur R+.

- Pour tout x ∈ R et pour tout t ∈ R+,
∣∣∣∣∣∂ f
∂x

(x, t)
∣∣∣∣∣ ≤ texp(−t2), et la fonction t 7→ texp(−t2)

est continue et intégrable sur R+ d’après 2.1..
D’après le théorème de dérivation sous le signe intégrale, la fonction H est de classe C1 sur
R.

4.2. Soit x ∈ R. D’après la question précédente, H′(x) = −

∫ +∞

0
t sin(xt)exp(−t2)dt. On pose

u(t) = sin(xt) et v(t) =
1
2

exp(−t2) qui sont deux fonctions de classe C1 sur R+. De plus,
lim

t→+∞
u(t)v(t) = 0, donc on peut effectuer une intégration par parties :

H′(x) =
1
2

[sin(xt)exp(−t2)]+∞
0 −

x
2

∫ +∞

0
cos(xt)exp(−t2)dt

Ainsi, H est solution de y′ = −
x
2

y .

4.3. Une primitive de x 7→ −
x
2

est x 7→ −
x2

4
. La solution générale de l’équation différentielle

y′ = −
x
2

y est donc yg(x) = Ce−
x2
4 , où C ∈ R est une constante. Comme H(0) = I0 =

√
π

2
,

on retrouve que ∀x ∈ R,H(x) =

√
π

2
e−

x2
4 par unicité de la solution d’un problème de

Cauchy.

Correction exercice 2.

1. Questions de cours :

1.1. C’est une somme de Riemann : lim
n→+∞

b − a
n

n−1∑
k=0

f
(
a + k

b − a
n

)
=

∫ b

a
f (t) dt.

1.2. Soit m ∈ N. On définit la fonction f : x 7→ xm qui est continue sur [0, 1]. On obtient :

1
n

n−1∑
j=0

( j
n

)m

=
1 − 0

n

n−1∑
j=0

f
(
0 + j

1 − 0
n

)
D’après la question précédente,

lim
n→+∞

1
n

n−1∑
j=0

( j
n

)m

=

∫ 1

0
tm dt =

1
m + 1
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1.3. Si X est une variable aléatoire suivant la loi de probabilité uniforme sur ~1, n� son espérance

est : E(X) =
n + 1

2
.

* * * * * *

Soient k et n deux entiers naturels non nuls. On dispose de k urnes contenant chacune n boules
numérotées de 1 à n.
On tire une boule au hasard de chaque urne et on désigne par Xn la variable aléatoire égale au plus
grand des numéros obtenus.

2. La variable aléatoire Xn peut prendre toutes les valeurs entières entre 1 et n.
En effet, si j ∈ ~1, n�, alors Xn prend la valeur j si par exemple, on a tiré la boule numérotée j dans

la première urne et les boules numérotées 1 dans les autres. Donc J = ~1, n� .

3. Soit j ∈ J. Pour tout i ∈ ~1, k�, on note Yi la variable aléatoire égale au numéro tiré dans l’urne i.

On a donc P(Yi 6 j) =
j
n

.
Comme les tirages dans les différentes urnes sont indépendants, les variables aléatoires Y1, . . . ,Yk

sont indépendantes. De plus, (Xn 6 j) = (Y1 6 j) ∩ . . . ∩ (Yk 6 j). Ainsi, P(Xn 6 j) =

( j
n

)k

.

Si j = 1, alors P(Xn = 1) = P(Xn 6 1) =
1k

nk .

Si j > 1, alors P(Xn = j) = P(Xn 6 j) − P(Xn 6 j − 1) =
jk − ( j − 1)k

nk .

4. Remarquons que pour tout j ∈ ~0, n − 1�, P(Xn > j) =

n∑
k= j+1

P(Xn = k), donc

n−1∑
j=0

P(Xn > j) =

n−1∑
j=0

n∑
k= j+1

P(Xn = k)

=
∑

0≤ j<k≤n

P(Xn = k)

=

n∑
k=1

k−1∑
j=0

P(Xn = k)

=

n∑
k=1

kP(Xn = k)

Ainsi, on a bien E(Xn) =

n−1∑
j=0

P(Xn > j) .

10/25



5. On utilise les deux questions précédentes, en remarquant que P(Xn 6 0) = 0 =

(
0
n

)k

:

E(Xn) =

n−1∑
j=0

P(Xn > j)

=

n−1∑
j=0

(1 − P(Xn 6 j))

= n −
n−1∑
j=0

( j
n

)k

D’après les questions de cours : lim
n→+∞

1
n

n−1∑
j=0

( j
n

)k

=
1

k + 1
. et donc

n−1∑
j=0

( j
n

)k

=
n→+∞

n
k + 1

+ o(n). Par

suite :
E(Xn) =

n→+∞
n −

n
k + 1

+ o(n) =
n→+∞

nk
k + 1

+ o(n)

Et finalement : E(Xn) ∼
n→+∞

nk
k + 1

6. Lorsque k = 1, la variable Xn est égale au numéro obtenu en tirant une boule dans une urne. Elle
suit donc la loi uniforme sur ~1, n�.

D’après la question de cours, E(Xn) =
n + 1

2
∼

n→+∞

n
2

, ce qui correspond au résultat trouvé à la

question précédente pour k = 1.

Correction exercice 3.

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire ( | ) dont la norme est notée ‖ ‖.

1. Questions de cours
1.1. Si y est le vecteur nul, alors l’inégalité est vérifiée.

Sinon, on pose pour tout t ∈ R, P(t) = ‖x + t y‖2. On développe :

P(t) = (x + t y|x + t y)

= ‖x‖2 + t2‖y‖2 + 2t(x|y).

P est donc une fonction polynomiale de degré 2 qui est toujours positive : son discriminant ∆

est négatif ou nul. Or ∆ = 4(x|y)2 − 4‖y‖2‖x‖2. D’où

4(x|y)2 6 4‖x‖2‖y‖2,
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ce qui donne

|(x|y)| 6 ‖x‖ ‖y‖

1.2. Il y a égalité dans l’inégalité précédente ssi y est le vecteur nul ou le discriminant de P s’an-
nule, c’est à dire si P admet une racine réelle. Ainsi :

|(x|y)| = ‖x‖ ‖y‖ ⇐⇒ (y = 0 ou ∃t ∈ R, x + t y = 0) ⇐⇒ x et y sont colinéaires.

1.3. En remplaçant, on obtient : ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

yk

∣∣∣∣∣∣∣ 6 √n

√√
n∑

k=1

y2
k

Pour toute la suite de l’exercice, on identifie Rn etMn,1(R)
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Partie 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.
On note B = {X ∈ Rn, ‖X‖ 6 1}.
On considère l’application F de Rn vers R définie par :

∀ X =


x1
...

xn

 , F(X) =
∑

16i, j6n
i, j

xi x j

Par exemple, pour n = 3, on a F (X) = x1x2+x1x3+x2x1+x2x3+x3x1+x3x2 = 2 (x1x2 + x1x3 + x2x3).
2. On développe le carré :

[S 1(n)]2 =
∑

16i, j6n

xi x j = S 2(n) + F(x)

Donc

F(x) = [S 1(n)]2 − S 2(n)

3. La fonction F est continue sur B qui est un fermé borné de Rn, donc un compact de Rn.
Il en résulte d’après le cours que F possède un maximum M sur B.

4. D’après la question de cours, pour tout X ∈ B :

F(X) = [S 1(n)]2 − S 2(n) 6
(√

n
√

S 2(n)
)2
− S 2(n) = (n − 1) S 2(n) 6 n − 1

car S 2(n) = ‖X‖2 ≤ 1.
Ainsi, M 6 n − 1.

Or en prenant le vecteur X =
1
√

n
(1, 1, . . . , 1) ∈ Rn, on vérifie que X ∈ B et que F(X) = n − 1.

Conclusion : M = n − 1

5. D’après la question précédente et la question de cours, F(X) = M ssi S 2(n) = 1 et X est colinéaire
à (1, 1, . . . , 1).

On a donc X = ±
1
√

n
(1, 1, . . . , 1)

Partie 2.

On note B = (e1, ..., en) la base canonique orthonormale pour le produit scalaire (X|Y) = XT Y de Rn.

Pour tout couple de vecteurs (X,Y) de Rn décomposés dans la base B : X =


x1

x2
...

xn

 et Y =


y1

y2
...

yn

, on pose :

ϕ (X,Y) =
1
2

∑
16i, j6n

i, j

(
xiy j + x jyi

)
.
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Par exemple, pour n = 3, on a ϕ (X,Y) = x1y2 + x1y3 + x2y1 + x2y3 + x3y1 + x3y2.

6. On a pour tout X ∈ Rn :

ϕ(X, X) =
1
2

∑
16i, j6n

i, j

xix j +
1
2

∑
16i, j6n

i, j

x jxi

=
1
2

F(X) +
1
2

F(X)

Et finalement : F(X) = ϕ(X, X)

7. Pour tout i ∈ ~1, n�, ϕ(ei, ei) = 0 et pour tout (i, j) ∈ ~1, n�2 avec i , j, ϕ(ei, e j) = 1. Ainsi :

A =


0 1 · · · 1

1 0 . . .
...

...
. . .

. . . 1
1 · · · 1 0


8. La matrice A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable d’après le théorème spectral.

Par suite, il existe une base orthonormale U = (u1, u2, ..., un) constituée de vecteurs propres de la
matrice A.

9. Soit (X,Y) ∈ (Rn)2 :

YT AX =

n∑
i=1

yi(AX)i

=

n∑
i=1

yi

n∑
k=1

aikxk

=

n∑
i=1

yi

∑
k=1
k,i

xk

=
∑

16i,k6n
i,k

yixk.

De même,
XT AY =

∑
16i,k6n

i,k

xiyk

Noter que comme YT AX ∈ R, on a immédiatement : YT AX = (YT AX)T = XT AY puisque A est une
matrice symétrique.
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Enfin,

ϕ(X,Y) =
1
2

∑
16i, j6n

i, j

(
xiy j + x jyi

)
=

1
2

∑
16i, j6n

i, j

xiy j +
1
2

∑
16i, j6n

i, j

x jyi

=
∑

16i, j6n
i, j

xiy j

D’où

ϕ (X,Y) = YT AX = XT AY

10. Soit J la matrice de Mn(R) dont tous les éléments sont égaux à 1.

10.1. La matrice J est de rang 1 car toutes ses colonnes sont colinéaires entre elles. Donc 0 est
valeur propre de multiplicité n − 1. Puis, le vecteur (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn est propre associé à la

valeur propre n. Donc Sp(J) = {0, n}

10.2. La matrice J est diagonalisable et d’après la question précédente :

il existe P ∈ GLn(R) telle que J = PDP−1 avec D =


n 0 · · · 0

0 0 . . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 0

.
D’où A = J − In = P(D − In)P−1 : A est semblable à


n − 1 0 · · · 0

0 −1 . . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 −1



11. On suppose que u1 est vecteur propre associé à n−1 et les autres sont associés à−1. Soit X =

n∑
i=1

λiui

et Y =

n∑
i=1

µiui.

ϕ(X,Y) = (Y |AX)

=

 n∑
i=1

µiui|(n − 1)λ1u1 −

n∑
i=2

λiui


= (n − 1)µ1λ1 −

n∑
i=2

µiλi
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12. Pour tout X ∈ B, F(X) = ϕ(X, X) = (n − 1)λ2
1 −

n∑
i=2

λ2
i 6 (n − 1)λ2

1.

Or ‖X‖2 =

n∑
i=1

λ2
i carU est orthonormale et donc λ2

1 ≤ ‖X‖
2 ≤ 1.

On retrouve ainsi : F(X) ≤ n − 1.

De plus, pour X = u1, on a F(u1) = n − 1 et donc M = n − 1
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Correction exercice 4.

Questions préliminaires

Pour tout entier n > 2, on note : ω = exp
(
2iπ
n

)
, où i est un nombre complexe tel que i2 = −1

1. Soit z ∈ C∗. On a |z|2 = zz, donc |z| = 1 ⇐⇒ zz = 1 ⇐⇒ z =
1
z

.

2. Soit k ∈ ~0, n−1�. Commeωk = e−
2ikπ

n = e2iπ− 2ikπ
n = e

2i(n−k)π
n , on trouve si k ∈ ~1, n − 1�, r = n − k

et si k = 0, r = 0

3. Comme n > 2, ω , 1, donc on applique la formule pour la somme des termes d’une suite géomé-
trique :

S n =

n−1∑
k=0

ωk =
1 − ωn

1 − ω
= 0

car ωn = 1.
Puis,

Pn =

n−1∏
k=0

ωk = ω
∑n−1

k=0 k = exp
(
��2iπ

�n
�n(n − 1)

��2

)

donc Pn = (−1)n−1

4. On considère le polynôme P =

n∑
k=1

k Xk−1.

4.1. Le polynôme P est le polynôme dérivé de Q =

n∑
k=0

Xk. Or, pour tout x ∈ R \ {1},

Q(x) =
xn+1 − 1

x − 1
.

En dérivant, on trouve pour tout x , 1 :

P(x) =
(n + 1)xn(x − 1) − (xn+1 − 1)

(x − 1)2 =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(x − 1)2

4.2. D’après la question précédente, pour tout x réel différent de 1,

(x − 1)P(x) = nxn+1 − (n + 1)xn + 1.
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On a deux polynômes qui sont égaux en une infinité de réels, ils sont donc égaux.
Soit k ∈ ~1, n − 1�. Alors

(ωk − 1)P(ωk) = n(ωk)n+1 − (n + 1)(ωk)n + 1.

Comme ωk , 1 :

P(ωk) =
nωk(n+1) − (n + 1)ωkn + 1

(ωk − 1)2 =
nωk − (n + 1) + 1

(ωk − 1)2 =
n�����(ωk − 1)

(ωk − 1)�2

Ainsi, ∀k ∈ ~1, n − 1�, P(ωk) =
n

ωk − 1

4.3. Les racines de Xn − 1 sont les ωk, avec k ∈ ~1, n− 1�. Donc Xn − 1 =

n−1∏
k=0

(X −ωk). Or, d’après

l’égalité de Bernoulli, Xn − 1 = (X − 1)
n−1∑
k=0

Xk. Ainsi,
n−1∏
k=1

(X − ωk) =

n−1∑
k=0

Xk. En substituant

X = 1, on trouve :
n−1∏
k=1

(
1 − ωk

)
= n

5. Réduction de la matrice F.

5.1. On a facilement :

F2 =



0 0 1 · · · · · · 0

0 0 0 1
...

... 0 . . .
...

...
. . .

. . . 1

1 0 . . . 0
0 1 0 · · · · · · 0


, pour k ∈ ~2, n − 1� : F k =

(
0n−k,n−k In−k

Ik 0k,n−k

)

et enfin : F n− 1 =



0 0 0 · · · · · · 1

1 0 0
...

... 1 0 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0
0 0 0 · · · 1 0


et Fn = In.

5.2. D’après la question précédente, pour tout k ∈ N et pour tout l ∈ ~0, n − 1�, Fnk+l = F l.
On en déduit que GF = Vect

(
In, F, F2, ..., Fn− 1

)
, et donc que la famille H =

(
In, F, F2, ..., Fn− 1

)
engendre le sous-espace GF .
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Soient (ai)06 i6 n− 1 une famille de scalaires tels que :
n− 1∑
i = 0

ai F i = On. On obtient alors :



a0 a1 a2 · · · · · · an− 1


= On

et donc, a0 = a1 = ... = an− 1 = 0. La famille H est donc libre.

On conclut : H est une base de GF et dim (GF) = n .

5.3. D’après la question précédente, la famille
(
In, F, F2, . . . Fn−1

)
est libre, donc le polynôme mi-

nimal de F est de degré au moins n. De plus, Xn − 1 est annulateur pour F. C’est donc le
polynôme minimal de F.

5.4. Comme Xn − 1 est un polynôme annulateur de F et qu’il est scindé à racines simples, F est
diagonalisable dans C. Comme Xn − 1 est le polynôme minimal de F, les valeurs propres
de F sont exactement les racines de Xn − 1 : ce sont les ωk avec k ∈ ~0, n − 1�. Ainsi,

F est semblable à D = diag(1, ω, ω2, . . . , ωn−1) .

6. Réduction de la matrice A.

6.1. On trouve : 

1 2 3 · · · n
n 1 2 · · · n − 1

n − 1 n 1 . . . n − 2
...

. . .
. . .

2 3 · · · n 1


6.2. D’après la question 5.5.4., il existe Q ∈ GLn(C) telle que : F = QDQ−1. Ainsi,

A = P(F) =

n∑
k=1

k
(
QDQ−1

)k−1
=

n∑
k=1

kQDk−1Q−1 = Q

 n∑
k=1

kDk−1

 Q−1

Donc A est semblable à la matrice P(D) = diag
(
n(n + 1)

2
,

n
ω − 1

,
n

ω2 − 1
, . . . ,

n
ωn−1 − 1

)

6.3. Comme les valeurs propres de A sont toutes distinctes, le polynôme minimal de A est de degré n
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Prenons λ0, · · · , λn−1 des scalaires tels que
n−1∑
k=0

λkAk = 0n. Alors, le polynôme Q =

n−1∑
k=0

λkXk est

un polynôme annulateur de A de degré strictement inférieur à n. Par minimalité du polynôme
minimal, Q est donc le polynôme nul : ∀k ∈ ~0, n − 1�, λk = 0.

Ainsi
(
In, A, ..., An−1

)
est une famille libre

7. D’après la question 6.6.2., det(A) =
n(n + 1)

2

n−1∏
k=1

n
ωk − 1

=
nn(n + 1)

2
∏n−1

k=1(ωk − 1)
.

Puis, d’après la question 4.4.2., det(A) = (−1)n−1 nn−1(n + 1)
2

, 0 et A est inversible.

8. Le polynôme minimal de A, PA ∈ C[X], n’admet pas 0 comme racine.

Il s’écrit donc PA =

n∑
k=0

λkXk, avec λ0 , 0. Comme PA(A) = 0, on a :

λ0In = −

n∑
k=1

λkAk = A

− n−1∑
k=0

λk+1Ak

 .
Donc A−1 = −

1
λ0

n−1∑
k=0

λk+1Ak. On a bien A − 1 ∈ GA

9. Soit M ∈ GA. Il existe m ∈ N et λ0, . . . , λm ∈ C tels que M =

m∑
k=0

λkAk. Autrement dit, en posant

Q =

m∑
k=0

λkXk, M = Q(A). Or, A = P(F), donc M = Q(P(F)) = Q ◦ P(F). Ainsi, M ∈ GF .

Donc GA ⊂ GF

D’autre part, comme la famille (In, A, . . . , An−1) est libre, dim(GA) > n.

Comme dim(GF) = n, on a donc GF = GA

10. D’après la question 4.4.1., P× (X − 1)2 = nXn+1 − (n + 1)Xn + 1. En substituant X par F, on trouve :

A(F − In)2 = nF − (n + 1)In + In

On a donc bien A (F − In)2 = n (F − In)

11. D’après les questions 8. et 9., il existe des scalaires
(
y j

)
06 j6 n− 1

tels que : A− 1 =

n− 1∑
k = 0

yk Fk.
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La question précédente donne : n A−1 (F − In) = F2 − 2 F + In. Puis :

F2 − 2 F + In = n (F − In)
n− 1∑
k = 0

yk Fk

= n
n−1∑
k=0

ykFk+1 − n
n−1∑
k=0

ykFk

= n
n−1∑
k=1

(yk−1 − yk)Fk + (nyn−1 − ny0)In

Comme la famille
(
In, F, . . . , Fn−1

)
est libre, on identifie :

y2 = y3 = ... = yn−1, yn−1 − y0 =
1
n
, y0 − y1 = −

2
n

et y1 − y2 =
1
n

Cela ne suffit pas pour conclure.

On va donc chercher une autre égalité en utilisant le vecteur U =


1
1
...
1

. En effet, FkU = U pour tout

k ∈ N. Comme A U =
n (n + 1)

2
U, on trouve

2
n (n + 1)

U = A− 1 U = (y0 + y1 + ... + yn−1) U.

On obtient l’égalité manquante : y0 + y1 + ... + yn−1 =
2

n (n + 1)
.

Finalement, on obtient :

A−1 =
2

n2 (n + 1)

(
F2 + ... + Fn− 1

)
+

2 − (n + 1) n
n2 (n + 1)

In +
2 + n (n + 1)

n2 (n + 1)
F

On pouvait aussi raisonner avec les polynômes : en effet, il existe un polynôme Q ∈ Rn−1[X] tel
que A−1 = Q(F) (questions 8. et 9.). Donc P(F)Q(F) = In. Ainsi, le polynôme PQ − 1 annule la
matrice F.
Comme le polynôme minimal de F est Xn − 1 (question 5.5.3.), celui-ci divise PQ − 1. On évalue

PQ−1 aux racines de Xn−1. On a donc :
n(n + 1)

2
Q(1)−1 = 0 et pour k ∈ ~1, n−1�,

n
ωk − 1

Q(ωk)−
1 = 0 (question 4.4.2.).

On remarque que Q −
1
n

(X − 1) admet les ωk comme racines avec k ∈ ~1, n − 1�. Or ce polynôme

est de degré au plus n − 1. Il existe donc λ ∈ R tel que Q −
1
n

(X − 1) = λ(1 + X + · · · + Xn−1).

En évaluant en 1, on trouve λ =
2

n2(n + 1)
.

D’où A−1 =
2

n2(n + 1)
(In + F + F2 + · · · + Fn−1) +

1
n

(F − In).
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