CORRECTION

Exercice 1.

On note F' I’espace vectoriel des fonctions définies sur J =] — 1, +oo[ a valeurs réelles.
Soit p € N. Pour tout k € [ -1, p ]I, on définit les fonctions f; sur J par :

Vxeld, fa(x)=In(1+x) et Yke[O,p], fk(X)=m

1. Etude du sous-espace vectoriel engendré par ces fonctions.
p
1.1. Soient (ap)ke-1,p) des réels tels que Z ay fr est la fonction nulle.
k=—1

14
. A
Ainsi,Vx € J,a_; In(1 + x) + E =0
(1 + x)k

P
En particulier, lim (a_1 In(1 + x) + kz:; a :l_kx)k) =0

X400

)4
. i _ . _ A _ _
Or lim (k_go m) =aq et xl_l)l;noo In(1 + x) = +co entrainent que| ag=a-; =0

1.2. Il reste a prouver que pour tout k € [1, p]|, a, = 0.

P P

a —

Or:Ver,Z(l+kx)k =0 & Vxel, Y a(l+0™ =0
k=1 k=1

La famille ((1 + x)p_k)ke[[1 ol étant une famille de polynome de degrés échelonnés, elle est
libre et nous pouvons en déduire que:Vke[l,k],a =0.

Conclusion : | la famille % = (fi)ief-1,,) est libre

1.3. Comme E = Vect(#), lafamille # engendre E:| A estune base de E et dim(E) = p + 2

2. On note u I’application qui a toute fonction f de E associe la fonction g définie sur J par :
Vxed, gx)=>0+x) f'(x)

2.1. Facilement, en utilisant la définition de u, on trouve :
o u(f=1) = fo,
o Vke|O,pl, u(fy) = —k fi.
En particulier, u(f;) = O (application nulle).
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2.2. e y est linéaire puisque la dérivation est linéaire.
e D’apres les questions précédentes :
- %A est une base de E,
-Vke[0,pll, u(f) € E
et par conséquent, la linéarité de u entraine que : V f € E, u(f) € E.

Conclusion : u est un endomorphisme de E.

2.3. D’apres le cours et comme % est une base de E, on a, en utilisant la question précédente :

Im(u) = Vect(%) = Vect(fo, fi, ..., fp)-
D’apres le Théoreme du rang, dim(Ker(u)) = 1.

Comme u(fy) = 0 et que fy # 0, on en déduit : Ker(u) = Vect(fp).
2.4. Comme £, ¢ Im(u),onau™" ({f}) = @.

2.5. La matrice M de u dans la base A est donnée grace a la question 2.1..

0 O v cov coe vee o 0
1 0 . 0
0 0 -1 O 0

0

O 0 0 -2 0
On obtient : M =| : . .

: w0
|
2.6. La matrice M est triangulaire inférieure.
Ses valeurs propres de la matrice M sont donc les éléments de la diagonale, soit {0, -1, -2, ..., —p}.

Les sous-espaces propres associés a ces valeurs propres sont tous de dimension 1, ce qui
entraine que £ n’est pas la somme directe de ses sous-espaces propres.

On en déduit que M et par suite u, n’est pas diagonalisable.

2.7. Facilement, par un calcul par blocs, M? = diag(0,0, 1,4, ..., pz) et donc, u? est diagonali-
sable.

In(1 +1¢)
1+1¢
Ainsi, les fonctions solutions de cette équation différentielle sur J sont de la forme :

3. L’équation différentielle s’écrit encore y'(¢) = puisque t € J.

1
t|—>§1n2(l+t)+Cof1CeR.

1
4. Onahz:t|—>§1n2(1+t)

6/15



4.1.

4.2.

On a donc : /5 est la solution sur J qui s’annule en 0 de I’équation diftérentielle :

1 1
‘(1) = = In*(1 +1) X —
y(@) > n“( +)><1+t

Il en résulte que A5 est la fonction :
hy it é In*(1 +1)
On va raisonner par récurrence sur I’entier k en notant : P(k) la proposition :
hy:telJr— % In*(1 + 1)
e P(2) est vérifiée d’apres la question précédente.

e Soit alors k > 2 tel que la proposition P(k) soit vérifiée.

Alors, ., est la solution qui s’annule en 0 de I’équation différentielle :

’ _ 1 1 k
¥ = = x = I+ )

1
La fonction g : ¢ — 7S In**'(1 + 1) vérifie : g(0) = 0et Ve J, g'(1) = h(r)
Il s’en suit que g = fy4, ce qui prouve P(k + 1).

1
e Conclusion: Vk > 2,y : t — 0 In“(1 +1).

5. Etude de la série de Fonctions Z hy.

S.1.

5.2

k=2

La série de fonctions Z hy s’écrit pour tout ¢t € J :
>2

1 k
Zﬂln(1+t)

k=2

On reconnait la série entiere de la fonction exponentielle qui est de rayon de convergence
infini.
Il en résulte que la série converge et que ’on a :

Z% In*(1 + 1) = exp(In(1 + ) — In(1 + 1) — 1

k=0 7
etdonc, H : t— t—In(1 +1).

Ona: H =1dg - fp.

La fonction H sera dans E si et seulement si Id; 1’est.

)4
Supposons donc qu’il existe une famille de scalaires (by)ef-1,p7 telle que : Idg = Z by fr.
k=1

)4
b In(1 +
Ainsi, Yx € J, x = b_, In(1 +x)+Z—kk etpour x # 0, 1 = b_lu N
2T+ T
>
i x(1 + x)
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En faisant alors tendre x vers +oo, on obtient 1 = 0, ce qui prouve que notre hypothese est
fausse.

Ainsi, Idg ¢ E et par suite, H ¢ E.
5.3. H est dérivable d’apres la question précédente et on a, pour tout z € J :
1

H({#)=1-—— = fy,— f, etdonc, H' € E.
(@) T+7 fo— fi etdonc

Exercice 2.
On note S I’ensemble des suites réelles (u,),ay vérifiant la relation :
YneN, uo =ty +u,

1. D’apres les relations coefficients racines, les racines, on a, en notant r; et r, les racines de
I’équation :

rir,=-1(1)
et
ry+nrn= 1 (2)

Comme le discriminant A = 5 > 0, les deux racines sont réelles et de signe contraire d’apres

(1).

En utilisant les notations de 1’énoncé, les deux racines s’écrivent donc, d’apres (1) : y et ——.
Y

-1 1
Deplus,y=1-—=1+->1
Y Y
2. On considere la suite réelle (y,),an de S vérifiant : yo =0, y; = 1.

En prenant successivement n = 0 et n = 1 et en utilisant le cours, seule la réponse (3) est
correcte.

n _1n+1
DA )

V5 Vs

3. Soit (X,,).en une suite de variables aléatoires définie par :

Ainsi:VYneN,y, =

e X, et X; sont indépendantes et suivent toutes les deux une loi de Poisson de parametres
respectifs 4 > O et u > 0.

e Pour tout entier naturel n : X, = X1 + X,

3.1. Comme Xy(Q) = X;(2) = N, on a aussi X,() = N.

Soit donc k € N.
P(X, = k) = Z P([(Xo = i] N [X, = k—i]) = Z P(X, = i)P(X, = k — i) puisque les v.a.
ieN ieN

Xy et X; sont indépendantes

k : ; k
. o A T 1 k\ i i1 '
Soit P(X, = k) = Zi!eﬂ (k—i)ler Tk ettn ;(l')/l H = k1 e+ A+

i=0

ce qui prouve que X, suit une loi de Poisson de parametre A + u.
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3.2

3.3.

34.

Comme X, est positive, P(X, = 0|X; = 1) = 0 et les deux variables aléatoires X; et X; ne
sont pas indépendantes.

On va montrer que : Yn € N, X, = y,_; Xy + y, X; en raisonnant par récurrence sur
I’entier naturel n.

Pour tout n € N*, notons H(n) la proposition : X,, = y,—; Xo + y, X.
e [nitialisation :

YoXo+ X1 =0Xo+1X; =X ety Xo+ X1 =X+ X1 = X5

et donc, H(0) et H(1) sont vérifiées.

e Soit n € N tel que H(n) et H(n + 1) soient vérifiées.

Alors : X0 = Xy + X = 00 Xo + Y1 X1) + (Vo1 Xo + y, X1) d’apres 'hypothese de
récurrence

$0it : X142 = (Vu + Y1) Xo + Ons1 + Yu) X1 = Yur1 Xo + Yaus2 X1, e qui prouve que H(n + 1)
est vérifiée ;

e Conclusion : Yn e N*, X, =y, Xo + v, Xi.

Etude de I’espérance de la variable aléatoire X,,.

3.4.1. D’apres la question précédente et par linéarité de I’espérance, on peut écrire :

34.2. Commey > 1l,onay, ~

3.5.

3.6.

E(Xn) = Yn-1 E(X()) + Vn E(Xl) = /1yn—1 + 1Yn
ce qui prouve par la méme occasion que I’espérance de X, existe.

Ainsi : Yn e N, x, = Ay,_1 + 4 Y,.

n

Y
n—+co \/g

n—1 Y n
+oly )+u(—+0(7))
% b))l g
A+ A+
C’eSt—ﬁ—dil‘e : xn — /’t)/ yn—l +o0 (,yn—l) et dOHC, xn ~ —/.17 ,yVl—l

\/g n—+oo \/g

Comme Xj et X; sont indépendantes, pout tout n € N*, y, | X, et y, X; aussi, et donc :

V(X)) =y VXo) +ya V(X)) = yo_ A+ Y i,

n—1

Ainsi : x, = A (7

Soient p et g deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

Cov(X), X,) = Cov(yp—1 Xo +y, X1, y4-1 Xo + ¥4 X1)
= Yp-1Yg-1 V(Xo) + ¥,y V(X1) + (Vp-1Yg + YpYg-1) Cov(Xo, X1)
= Yp-1Yg-1 4 + Yy, p puisque X, et X; sont indépendantes.

En montrant par récurrence par exemple que y; > 0 pour tout k > 1, on obtient finalement
que : Cov(X,,X,) > 0O et donc que les deux variables al€atoires X, et X, ne sont pas
indépendantes.
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Exercice 3.

+00
Pour tout entier naturel » non nul, on pose : I, = f exp (—1") dr.
1

1.

Pour tout n € N*, 1a fonction f, : e est continue et positive sur R,.
. . . . M 1

De plus, au voisinage de I’infiniona:e™ =o (—)

1—2

Par comparaison, on en déduit 1’intégrabilité de la fonction # > e

I’existence de I’intérale 1,.

sur [1, +oco[ et par suite,

Pour tout n € N*, la fonction f, est positive et continue et intégrable sur [1, +oo[ (question
précédente)
Facilement, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction
el sir=1
f:t€[1,+oo[|—>{ 0sift>1
et:
¥YneN*, Vrell,+oo,|f,(0) < fi() = e qui est une fonction intégrable sur [1, +oo[.

Par le Théoreme de convergence dominée, on a donc :

nmng‘fmm:o
1

n—+co

. Comme I’application ¢ : u > u'™ est une bijection strictement croissante de classe C' de

[1,+oo[ sur [1,+oo[ et les fonctions f, sont continues et intégrables sur [1, +oo[, on peut appli-
quer le théoreme de changement de variable , ce sui donne :

fmfn(f)df=fmfr,(sO(u))sO’(u)du:fme‘”lui“du
1 1 1

n

+00
N . fz P
. D’apres la question précédente, n I, = f e un! du.
1

. _ l_ e u
e Pour tout u € [1,+oo[, ona lim e ™“u»' = —.

n—+o0o u

1_g

oVne N, Vuell,+oof, e ut | <e™.

e La fonction u — e™ est intégrable sur [1, +oo[

+00  —u
On a donc, par convergence dominée : lim nl, = f —du=J>0
1

n—+0o u

J
. Facilement, [, ~ —.

nn

. On considere la série entiere Z Lx".

n>1

J . . . .
6.1. Comme /, ~ —, la série enticre Z I,X" a méme rayon de convergence que la série entiere

n n
nx>1
n

Z X qui est 1. Ainsi, R = 1.
n

n>1
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6.2. Notons D I’ensemble de définition de f.
Onsait déjaque : | - 1,1[Cc Dy C [-1,1].

On étudie donc la convergence de la série entiere pour x = 1 et x = —1.

J
e Comme [, ~ —, la série Z I, diverge et 1 ¢ Dy.
nn

n>1
e Pour x = —1, la série Z(—l)" I, est alternée (puisque 1, > 0) :
n>1

J .
-comme [, ~—,ona lim [, =0
nn

n—+oo

_tn+1

. — .
- comme pour tout entier naturel non nul n, e < e, la suite (1,) est

décroissante.

Le théoreme des séries alternées nous permet alors d’affirmer que la série Z(—l)" I,

n>1

converge et —1 € Dy.

Conclusion : Dy = [-1, 1].

Exercice 4.

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1, u un endomorphisme de E, m € N" et
A1, ..., 4, m nombres complexes distincts deux a deux.

m

1. Par hypothese, pour tout vecteur x de E, il existe de facon unique des x; € E; tels que x = Z X;.
J=1

Notons alors p; I’endomorphisme de E défini par : V x € E, p;(x) = x; (projecteur sur E)
Ainsi, pour tout k € N, on a : u*(x) = Z uk(xj) = /l’; Xj= Z /l’j‘. pj(x),
J=1 J=1 J=1

ce qui prouve que 'ona: Yk e N, uf = Z Ap; (9.
=1
2. Dans cette question, on ne suppose plus « diagonalisable.
On suppose cependant qu’il existe une suite d’endomorphismes (p;) jef1,»; de E, non nuls et que
la suite de scalaires (A;) jef1,my Vérifie (x).

r

2.1. Notons P(X) = Z a; X"

k=0
Alors, P(u) = Z aput = ay (Z /1’;. pj) = ((Z a /llj‘} pj)
k=0 k=0 =1 =1 \\k=0
soit finalement : P(u) = Z P(1)) p;j.
=1
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2.2. Prenons dans la relation précédente P = l_[(X - A4)).

J=1

Comme P est scindé, a racines simples et vérifie : V j € [1,m]], P(1;) = 0.

on a : P(u) = 0 (endomorphisme nul) et donc, d’apres le cours, u est diagonalisable.

m X _ A
2.3. Pour tout j € [1, m]], on considere le polynéme L;(X) = l_[ 7 /lk .
k=l 0Tk

2.3.1.
2.3.2.

2.3.3.

Facilement, pour tout couple (i, j) € [1,m], ona L;(4;) = { (1) f(l)rlsZuJe =
e On a déja Card(#) = m = dim(C,,_[X].

e Montrons que 4 est une famille libre :

Soit (a)keq1.my une famille de scalaires tels que Z a;L; =0 (polyndme nul)
=1

Or, V& € [1,m], (Z a; Lj] () = D" a; Li(A) = a; = 0, et la famille 2 est libre.
=1 =1
Conclusion : & est une base de C,,_;[X]

Soit P € C,,—;[X]. 1l existe une unique famille de scalaires (a;)jef1,my tels que P =

m
aj Lj.
J=1

Alors, ¥k € [1,mll, P(k) = ) a; L(A) = a et donc, finalement : P = " P(4,) L
j=1 j=1

m

24. Soit je [[1,m]. Ona: Lj(u) = ) Lij(A)pr=p;

k=1

2.5. Comme u est annulé par P = H(X —Aj), onadéja: Sp(u) C {4, ..., Ay}

j=1

Soit jy € [1,m]]. Comme pj, # 0, il existe au moins x € E tel que pj,(x) # 0.
Alors :

umm»dwqwmw:%MWﬁhm{Z@mm]
j=1

=3 (G paop)@ =Y. 4Ly, L))

J=1 J=1

Orsi j # jo, Lj, Lj a pour racines A, ..., 4,, et donc, (Lj0 Lj) (w)=0

Sinon, Lj, Lj, = Lj, etdonc, u(pj,(x)) = 4j, pj,(x), ce qui prouve que A, est valeur propre
de ’endomorphisme u.

Conclusion : Sp(u) = {44, ..., A}
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