Cette épreuve est constituée de deux problémes indépendants.
Probléme n° 1

Notations.

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels, par R I’ensemble des nombres réels et par
C I’'ensemble des nombres complexes.

Pour z € C, on note le conjugué de z par z.

Pour n un entier naturel non nul, M,,(C) désigne I’ensemble des matrices a n lignes et n
colonnes, a coefficients complexes. L’ensemble des matrices inversibles pour la multiplication
matricielle de M,,(C) est noté G L, (C).

Partie A : rotations et translations du plan

On se place dans un plan euclidien orienté P, muni d’un repére orthonormé direct.

Notations.

Soit # un nombre réel non congru a 0 modulo 27 et {2 un point de P. La rotation de centre
2 et d’angle 6 est notée rq .

Soit % un vecteur de P. La translation de vecteur U est notée t.

I. Question de cours. Soient # un nombre réel non congru a 0 modulo 27, €2 un point
de P et % un vecteur de P. L’affixe de  est notée w et 'affixe de U est notée z-. Soit
M un point de P, d’affixe z. Déterminer 'affixe 2’ de I'image de M par t. Déterminer
I'affixe 2" de I'image de M par rq .

' . — . —>
L’image de M par t4 est notée M’. Le vecteur MM’ est égal au vecteur u, donc
Z—z=zp et 2 =24 2.

. . . . — e
L’image de M par rqg est notée M. Si M est différent de €2, 'angle (OM,OM’) est
égal a et OM = OM’, donc

2" —w ,
= e,
Z-w
Par suite,

2" =e?(z-w) +w.

II. Soient a un nombre complexe de module 1 et b un nombre complexe. On considére
I’application f de P dans lui-méme qui a tout point d’affixe z associe le point d’affixe
az +b.

1. Montrer que si a = 1, alors f est une translation dont on précisera le vecteur.

Soit @ le vecteur d’affixe b. D’aprés la question I, pour tout point M d’affixe z,
I'image de M par la translation ¢ de vecteur U a pour affixe z + b, donc t(M) =
f(M). Par suite, f est la translation de vecteur .

2. On suppose dans cette question que a # 1.



a. Montrer que f posséde un unique point fixe €2 dont on précisera 'affixe w.
Soit M un point du plan, d’affixe z.

f(M)=M <= az+b==z
~—(l-a)z=b
b

— z= ,
1-a

b
— a :
b. Montrer que I'image par f du point M d’affixe z est le point d’affixe

car 1 —a # 0. Donc f a un unique point fixe, le point d’affixe w =

a(z -w) +w.
Par construction, aw + b = w donc b = w — aw. L’affixe de f(M) est donc

az+b=az+w-aw=a(z-w) +w.

c. Montrer que f est une rotation dont on précisera le centre et ’angle.
Comme a est de module 1, il existe un réel 6 tel que a = €. D’apreés la question
I, pour tout point M du plan, 'image de M par la rotation de centre €2 et
d’angle 6 est
(z-w)rw=a(z-w) +w,
donc r(M) = f(M). Par suite, f est la rotation de centre € et d’angle 6.

III. Soient a; et as deux nombres complexes de module 1 et b; et by deux nombres com-
plexes. On considére 'application f7, respectivement f5, de P dans lui-méme, envoyant
le point d’affixe z sur le point d’affixe a;z + by, respectivement asz + bo.

1. Soit f = fi o fo. Pour tout point M d’affixe z, calculer l'affixe de f(M).
L’affixe de f(M) est

(11((122 + bg) + b1 = Q1022 + Cllbg + bl-

2. Montrer que f est une translation ou une rotation.
Comme |ajas| = |a1||as| = 1, d’aprés la question II, f est une translation si ajas = 1
et une rotation sinon.
IV. Soient rq la rotation de centre d’affixe 1 et d’angle g et ro la rotation de centre d’affixe

T ) .

0 et d’angle —5 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de ri o ry et
ToOT1.

Soit M un point du plan, d’affixe z. L’affixe de (M) est

eT(z-1)+1=iz—i+]1.
L’affixe de ro(M) est _
ez (2-0)+0=—iz.
L’affixe de 1y o ro(M) est donc
i(-iz)—i+1=2-i+1.
Donc r1 o7y est la translation de vecteur d’affixe 1 —i. L’affixe de ry o7 (M) est
—i(iz—i+1)=2-1-1.

Donc r5 o1y est la translation de vecteur d’affixe -1 — 4.



V. On considére ’ensemble G formé des rotations de P et des translations de P. Montrer
que G est un groupe pour une loi que 'on précisera.

L’ensemble GG est non vide car 'identité appartient & G. Si f; et fs sont deux éléments
de GG, d’aprés la question III, fi o fy est aussi un élément de G. De plus, si f est une
rotation ou une translation, il s’agit d’une bijection de P dans lui-méme et la bijection
réciproque est aussi une rotation (de méme centre et d’angle opposé si fi est une
rotation) ou une translation (de vecteur opposé si f est une translation). On a ainsi
montré que G est un sous-groupe du groupe des bijections de P dans lui-méme. Il s’agit
donc d’un groupe pour la loi de composition o.

Partie B : une construction géométrique

On se place de nouveau dans le plan euclidien orienté P. On a montré dans la partie
précédente que, sous certaines conditions, la composée de deux rotations est une rotation.
On cherche ici a construire le centre de cette rotation.

Notations.
Soit D une droite de P. La symétrie orthogonale d’axe D est notée sp.
Si U et ¥ sont deux vecteurs non nuls de P, on note (u,7 ) I'angle orienté de % et .

VI. Soient D; et Dy deux droites du plan, sécantes en un point . On désigne par u;
et uy des vecteurs directeurs de D; et D,, respectivement. On considére Iapplication

f=sp,0sp,.
1. Montrer que €2 est un point fixe de f.
Comme (2 est un point de D; et de Dy, c’est un point fixe de sp, et de sp,, donc

f(Q) =5p, © SDI(Q) = SDZ(Q) = (.
2. Soit M un point de P distinct de Q. Soient M’ = sp, (M) et M" = sp,(M’).
— —
Montrer que les angles (M, u7) et (u7, 2M") sont égaux. On montrerait de méme
que les angles (QM’,u3) et (uz, QM") sont égaux.
—_ — —
Comme (2 € Dy, D; est une bissectrice de 'angle (QM,QM"), donc (QM,u7) =
(uy, QM").
S S — —>
3. Montrer que (QM,QM") = 2(uy, uz)[27].

En utilisant la relation de Chasles :
_— a7 — —
(QM, QM"Y = (QM ,uy) + (ui, QM")
— .
+ (M uz) + (uz, QM)
— 0 —
=2(uy, QM"Y + 2(QM' uz)

= 2(uy, uz)[27].

4. Montrer que QM = QM' = QM".
Comme sp, et sp, sont des isométries,

QM = sp, (Q)sp, (M) = QM = sp, () sp, (M) = QM.



5. Montrer que f est une rotation dont on précisera le centre et ’angle.
_— —— — s .
Comme QM = QM" et (QM,QM") = 2(uy,uz)[27], M" est I'image de M par
la rotation r de centre 2 et d’angle 2(uy,us). Comme de plus f(Q) =7(Q) = Q,
f=r.
VII. Soient r; et ro deux rotations, de centres respectifs €2y et €2 et d’angles respectifs 6,
et f5. On suppose €2 # ()s.

1. Déterminer deux droites D; et Dy telles que 11 = sp, 0 5(0,0,) €t 72 = 5(0,0,) © $D, -
0
Soit Dy I'image de la droite (£21€25) par la rotation de centre €y et d’angle 51 En
—> . =~ —
notant u; un vecteur directeur de Dy, alors 2(§1€2,u7) = 61. Donc sp,05(0,0,) = 71
. . . . 0
Soit Dy I'image de la droite (£21£25) par la rotation de centre €25 et d’angle —32. En

—> . e
notant u; un vecteur directeur de Dy, alors 2(u3, 21€2) = 5. Donc s¢q,0,)05p, = 7.

2. Montrer que 7 079 = Sp, © 5p,.
Alors

10Ty = 8D, ©8(0,0,) © S(2102) © S, = 5p, © [dp 0 5p, = Sp, © S, .

3. On suppose D; et Dy sécantes en un point 2. Montrer qu’alors r o o est une
rotation dont on précisera le centre et ’angle.
D’aprés la question VI, r; o7y est la rotation de centre et d’angle 2(uy,u}).

4. Donner une construction a la régle et au compas du centre de la rotation r; o ry
Fis
lorsque 7 est la rotation de centre d’affixe ¢ et d’angle 5 et ry est la rotation de

centre O et d’angle %

Soit €4 le point d’affixe ¢ et 25 le point d’affixe 0. On construit a la régle et au

T
compas le point (2}, image de {2, par la rotation de centre €2; et d’angle 1 On

™
construit ensuite I'image 2] de €); par la rotation de centre {2, et d’angle 5
Alors Q est le point d’intersection de (€2;€2) et de (£2Qs).

5. Que se passe t-il si D; et Dy sont paralléles ?
Dans ce cas, sp, o sp, est une translation.

Partie C : structure des quaternions

Soient a et b deux nombres complexes. On note M (a,b) la matrice complexe suivante :

M(a,b) = (‘-; __b).

a

Une matrice M € My(C) de la forme M(a,b) est appelée un quaternion. On considére en
particulier les quaternions suivants :

E =M(1,0), I =M(i,0), J = M(0,1), K = M(0,7).

On veillera a ne pas confondre la matrice I = M(7,0) avec la matrice identité d’ordre 2, I, = E.

On note H = {M (a,b) | (a,b) € C2}.



VIII.

1. Donner sans justification une base du C-espace vectoriel Ms(C) puis une base du

R-espace vectoriel My(C).

Une base du C-espace vectoriel My(C) est donné par les 4 matrices élémentaires
1 0) (0 1)} (O O} (O O
0 0)’\0 0)’\1 0)’\0 1))

Une base du R-espace vectoriel Ms(C) est donné par les 8 matrices élémentaires
1 0} (0O 1)} (O O) (O O
0 0)’\0 0)’\1 0)’\0 1)’
¢ 0 (O 2z} (O O} (O O
0 0)’\0 0)’\z 0)7\0 <

. Montrer que H est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel M5(C), dont

une base est (E, I, J, K).
Soient p,q € H, X\ € R. 1l existe a,b,c,d € C tels que p = M(a,b) et ¢ = M(c,d).
Alors :

a+ A\ —b—)\d)_(aJr)\c -(b+ \d)

pW:(zma a+xe ) \bvnd arac ):M(“”C’b”d)eH‘

Donc H est un sous-espace vectoriel de My(C).
Soit a,be C. On pose a =x +1iy et b=z +it, avec x,y, z,1 € R. Alors :

(r+y —z-it
M(a’b)_(z—it aj—iy)

R o R e ) YT )

cE+yl+2J+tK.

Donc (FE, I, J, K) engendre H. Soient (z,y,z,t) € R* tel que xE +yl +2J =tK =

(0). Alors :
r+iy —z-it) (0 O
z—it x—-1y ) \0 0)°
Donc x+1y =0 et z—it = 0. Comme x, y, z et t sont des nombres réels, t =y =z =

t =0, donc (E,1I,J, K) est une famille libre de H. En conclusion, il s’agit d’une
base de H.

En conséquence, tout quaternion ¢ s’écrit de maniére unique q = xE+yl +zJ+tK,
avec x,1, z,t € R.

. Pour a, b, a’, b’ des nombres complexes, calculer M (a,b)M (a’,b’). En déduire que

H est stable par la multiplication matricielle.

M (a,b)M(d, V') = (g;‘ ;gz_ :gé’ ;23_) - M(ad b, abl + ba?).

En conséquence, le produit de deux quaternions est un quaternion et H est stable
par la multiplication matricielle.



IX. 1. Calculer les produits deux a deux des matrices F, I, J et K. On présentera les
résultats dans un tableau a double entrée.

clE| T | J | K
E\E| T | J | K
I\ I |-F| K |-J
JI|J|-K | -E| I
K|\K| J |-1|-F

2. La multiplication dans H est-elle commutative ?
Non, car I.J # JI, par exemple.

X. Montrer que tout quaternion ¢ = M (a,b) avec (a,b) € C2~ {(0,0)}, est un élément de
G Ly(C) dont I'inverse ¢! est un quaternion.

Le déterminant de ¢ est
-b
- ‘=|a|2+|b|2¢o,

car (a,b) # (0,0). Donc q € GLy(C). De plus :

1 a b a -b
-1 = - — :]\/[ H
LT PP (—b a) (|a|2+|b|2’ |a|2+|bl2) )

XI. Montrer que {g e H|VreH,gr =rq} = {zE |z eR}.

C. Soit q € H, tel que pour tout r € H, gr = rq. Posons ¢ = «E +yl + zJ + tK, avec
x,y,z,t € R. On obtient :

ql =zl -yE +zK +tJ
=lg=axl -ybE+ 2K - tK.

Par unicité de I’écriture dans la base (F,I,J,K), z=1 = 0.

qJ =xJ +yK -ZE -t]
=Jg=azJ-yK+z2E+1l.

Par unicité de I’écriture dans la base (E,I,J,K), y=t=0. Donc q = zE.
2. Sig=xF, avec x € R, alors ¢ = 1, donc pour tout quaternion r, gr = rq = xr.

Partie D : conjugué, parties réelle et imaginaire d’un
quaternion

Soit g=zFE +yl +2J +tK € H, avec z,y, z,t € R. On définit le quaternion conjugué de g,
noté ¢*, par :
¢ =k -yl -zJ-tK.

On définit la partie réelle de ¢, notée Re(q), par Re(q) = zE.
On définit la partie imaginaire de ¢, notée Zm(q), par IZm(q) =yl + zJ + tK.
On définit 'ensemble des quaternions purs, noté H,,,,, par H,,, = {¢ € H| Re(q) = 0}.
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XII. 1. Soit ¢ un quaternion. Montrer que ¢* est la transposée de la matrice obtenue en
conjugant tous les coefficients de q.

¢ =xE-yl-zJ-tK
r—12 z+il
—z 41t T +y
-1y -z+it
z+it x+ay

r+iy —z-1t
z—it x—1y

2. En déduire que, pour tous quaternions q,r, (qr)* = r*q*.
Par suite, (gr)" = (77)7 = ()" =77 = "¢
XIII. Pour tout quaternion ¢, on pose N(q) = qq*.

1. Montrer que, pour tout quaternion q = xE +yl + zJ + tK, avec z,y,2,t € R,
N(q)=(2?2+y?2+22+12)E.

N(q)=(zE+yl +2J +tK)(zE -yl - zJ -tK)
=2’F —ayl +v2J — atK
+ayl + P’ E —yzK +ytJ
+xzJ +yzK + 22F — 2t]
+otK —ytl + 2t] + t°F
=(2?+y + 22+ ?)E.

2. Montrer que, pour tous quaternions ¢q,r, N(qr) = N(q)N(r).
On obtient :
N(qr) = (qr)(gr)” = qrr*q" = qN(r)q".

Posons r =xE +yl + zJ + tK, avec x, y, z, t € R. D’aprés la question XI, N(r) =
(22 +9y?+ 22 +t?)E et ¢* commutent, donc :

N(q)N(r) =qq"N(r) = N(q)N(r).

Partie E : norme sur H

On admet qu’on définit une norme euclidienne sur H de la fagon suivante :

H — R
{q:xE+y[+zJ+tK > ||q||:\/:n?+y2+22+t2



XIV. Quel est le produit scalaire associé a cette norme euclidienne ?
Sig=axE+yl+zJ+tKeHet ¢ =0'E+y'l+2J+t'KeH, avec z, y, z, t, x', y', 2/,
t'eR:

(q|q")y=xx"+yy' +z2"+tt'.

XV. 1. Montrer que, pour tout quaternion ¢, N(q) = ||q||*E.
Cela provient directement de la question XIII.1.

2. En déduire que, pour tous quaternions q,r, ||gr]| = ||q|| x ||7]]-
Par la question XIII.2,

N(qr) =llgr|PE = N(q)N(r) = llalP[Ir]*E.

Par unicité de I’écriture dans la base (E, I, J, K), ||lgr||* = ||g/|?||7||*. En appliquant
la racine carrée aux deux membres, on obtient ||gr|| = ||q|| x ||7]]-
1

3. En déduire que pour tout quaternion non nul g, ||¢7!|| =

- 1
Alors ||lgg || = llgll x llg~]| = ||E|| = 1, donc ||q 1|| = m

XVI. On considére I'application suivante :

,¢. RB - Hpur
‘ E)z(yvzat) = q:yI+ZJ+tK

Le quaternion pur ¢(¢) est appelé quaternion pur associé au vecteur ¢. L’espace
R3 est muni de sa structure euclidienne canonique et est supposé orienté. Son produit
scalaire est noté (- | -). De plus, H,,, est muni de la structure euclidienne induite par
celle de H.

1. Montrer que v est une isométrie, c’est-a-dire que pour tout ¢ € R3,

[ (O =171

Soit ¢ = (v, z,t) e R3. Alors

U COI = [y + 2 + K[| = Va2 +y* + 22 =[]

Donc 1) est une isométrie.

2. Soient ¢, ¢ € H,,,, respectivement associés aux vecteurs 1 et ¢. Montrer que
Re(qiqz) = (@1 | ) E et que Im(qiq2) = (0 A ), ot 1 A ¢ désigne le produit
vectoriel des vecteurs g; et ¢s.

Posons g =y 1+ z21J +t1 K et qo = yol + 29J + 15K, Alors :

GQ2 =~y B+ iz K -yt J
- Zlng - 2122E + thzl
+ tlng - t122[ - tthE
= (=12 — 2120 — tita) B+ (21t2 — t120) [
+ (tiy2 = yita) J + (=212 + y120) K.
Par suite, Re(q1q2) = —(q1 | @) E et Im(qiq2) est 'image par 1 du vecteur
(21t2 = t12, t1ya — Yrta, —21Y2 + Y122),

qui est ¢1 A .



3. Soit q € H,,,,. Calculer Re(q?) et Zm(q?). En déduire ¢2.
D’apres la question précédente, Re(q?) = —||¢|]>E et Zm(q) est associé I'image par
Y du vecteur ¢ A ¢ = 6), donc Zm(q) = 0. En conséquence, ¢% = —||q||*E.

4. Soient (a,b,c,d) e R* et q € Hy,,. Calculer (aE +bq)(cE + dq).

(aE +bq)(cE +dq) = acE + (be + ad)q + bdg*
= (ac-bd||q||*) E + (bc + ad)q.

5. Soient ¢; et ¢o deux quaternions purs, respectivement associés aux vecteurs q; et
— — | = . :
g>- Montrer que (g1 | ¢3) = 0 si et seulement si q1¢2 + g2q1 = 0.
En effet, par antisymétrie du produit vectoriel et par symétrie du produit scalaire :

q192 + q2q1 = —(q_f | @)E + w(@’ A 55)
(@ a)E+v(eAq)
=-2(qi | )E.

Donc (g7 | 2) = 0 si et seulement si q;qs + g2q1 = 0.

Partie F : quaternions unitaires et rotations vectorielles

On note U = {qe H| N(q) = E}. Les éléments de U sont appelés quaternions unitaires.

XVII. Montrer que U est un sous-groupe de GLs(C).

Comme E € U, U est non vide. Si ¢,q" € U, alors N(qq') = N(¢)N(¢') = Ex E = E,
donc q¢’ € U. Si qe U, alors ¢+ 0 car N(q) = F et :

N(g')=N(q)'=E"'=E,

donc ¢! € U. Par suite, U est un sous-groupe de G Ls(C).
XVIII. Soit peU.

1. Montrer qu'’il existe un nombre réel ¢ et un quaternion u € U n H,,, tel que
p =cos(0)E +sin(0)u.

Posons p=axFE+yl+zJ+tK, avec x, y, z, t e R. Alors N(p) = 2?2 +y? + 22 +1? =1,
donc 0 <22 <1 et x e [-1,1]. En conséquence, il existe 6 € R tel que x = cos(0).
Si 2?2 =1, alors sin(€) = 0. De plus, y? + 22 +t?> =0 et donc y = z =t =0. On prend
alors pour w n’importe quel élément de U nH,,, et p =z E = cos(0)E + sin(f)u.
Si 22 # 1, alors sin(#) # 0. On pose alors

yl+z2J+tK
~ sin(f)
Il est immédiat que u € H,,,. De plus :

Cyr+ 22+t 1-22 1-cos(0)?
N == @7 “m@E sm@)e -

donc v e U.



2. Vérifier que p~! = p* = cos(0) F - sin(0)u.
Comme u est un quaternion pur, p* = cos(0)FE - sin(#)u. De plus, comme p € U,
N(p) = pp* = E et donc l'inverse de p est p*.
XIX. Soit p e U. On définit 'application suivante :
JH — H
Tp: -1
qQ = pgp .
1. Montrer que r, est une application linéaire.
Soient q1,qo € H, X € R.

o1+ Ag2) = p(q1 + Aq2)p™"
=pap~t + p(Ag2)p™
=pip” + Apgap”!
=1p(q1) + Arp(g2)-
Donc 1, est linéaire.

2. Montrer que pour tout ¢ € H, ||r,(q)| = ||¢l|-

= =

[Irp (@)l = llpap™11 = [lpll x llgll < [lp~] = llpll x llgll < [plI* = llall

3. Soient p; et py deux éléments de U. Montrer que 7,, o 7y, = 1,,,. En déduire que
pour tout p € U, r, est une bijection d’inverse 7,-1.
Soit ¢ € H.

Tpy ©Tpy(q) =1y (pgqul)
= p1pagpy Pr
= (p1p2)q(p1p2) ™!
= Tp1p2(Q)-

Donc 1y, 0 rp, =1p,,. En particulier, pour (p1,p2) = (p,p7t) et (p~t,p) :
TpOTy1=Ty107,=1g=1dy.

Donc r, est une bijection et son inverse est r,-1.

4. Montrer que 7, est égale a I'identité de H si et seulement si p = ' ou p = -L.
Sip=¢cF, avec ¢ € {1,-1}, alors p~! = p et pour tout q € H :

rp(q) =eBqeE = %q = q,

donc 7, = Idy.
Si ry, = Idy, alors pour tout ¢ € H, pgp~ = g et donc pq = gp. D’aprés la question
XI, il existe A € R, tel que p = AE. Comme p € U, |jp|| = 1 et donc A\? =1 et
finalement p = E ou —F.

5. Soient p; et ps deux quaternions unitaires. Déduire de la question précédente que
Tp, = T'p, S1 et seulement si p; = py ou p; = —ps.
Supposons 7y, = 1,,, alors :

-1 _

Ty, OT —’f’plpilzld]}ﬂ,

p1 P2
donc pipyt = =E, d’ou py = +ps.
Supposons p; = +py. Alors pipy' = £F, donc

_ -1 _
Tpipgt = Tpy © Ty = Ldy

et par suite r,, =1p,.
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XX. On suppose maintenant que p est un quaternion unitaire différent de F et de —F.
D’apreés la question XVIIL. 1., le quaternion p s’écrit sous la forme p = cos(0) E+sin(0)u,
ol # est un nombre réel u est un quaternion pur unitaire. On associe a u le vecteur o
par 'application v définie dans la question XVI.

e d ol . = - = =
Soit ¥ un vecteur unitaire de R? orthogonal & . On pose W = u A ¥. On note v et

. A — —
w les quaternions purs associés aux vecteurs v et w.

1. Que peut-on dire de la famille (W, v, w) ?

Il s’agit d’une base orthonormale directe de R3.
2. Montrer que uv = —vu = w, uw = —wu = —v, u?> = -F et que u? = —u.
D’apreés la question XVI. 2,

Re(uv) =—(u | T) =0, Im(uw) =p(u A7) =9(W) = w.
Donc uv = w. De méme,

Re(vu) = (U | W) =0, Im(vu) =p(V AW) =Y (-0) = ~w.

— = — , . — = —
Donc vu = —w. Comme (4, v, w) est une base orthonormée directe, w A U = v
et on obtient ainsi wu = v et uw = -v.

D’aprés la question XVI. 3, u? = —||[u|]?E = —=F et donc u? = —Fu = -u.

3. Calculer r,(u), rp(v) et rp(w).

rp(uw) = (cos(0)E +sin(0)u)u(cos(0)E —sin(0)u)
= cos?(0)u - 2 cos(f) sin(H)u? - sin(0)u? + sin(0) cos(0)u>
= (cos(0)? +sin(6)*)u
rp(v) = (cos(8)E +sin(0)u)v(cos(0) £ - sin(f)u)
= cos(0)?*v - cos(8) sin(0) (uv — vu) - sin(f)*uvu
= cos(0)*v - 2 cos(0) sin(§)w — sin(8)*wu
= (cos(0)? - sin(6)*)v + 2 cos(8) sin(#)w
= cos(20)v + sin(20)w,
rp(w) = (cos(0)E + sin(f)u)w(cos(0) E - sin(0)u)
= (cos(0)? - sin(6)*)w — 2 cos(f) sin(0)v
= —sin(20)v + cos(20)w.

4. Montrer qu’il existe une rotation vectorielle de R3 notée R, dont on précisera l'axe
et Pangle, telle que pour tout g € H,,,, si ¢ =1(q), alors r,(q) = v(R(77)).
La matrice de r, dans la base orthonormeée directe (u,v,w) de H,,, est donc

1 0 0
0 cos(20) -—sin(20)
0 sin(26) cos(20)

Donc la rotation recherchée est I'axe d’axe dirigé par u et d’angle 26.

XXI. Soit R une rotation vectorielle de I'espace euclidien R3, d’axe la droite D dirigée par un

vecteur unitaire E) et d’angle ¢. Montrer qu’il existe p € U tel que pour tout ¢ € H,,,,
si ¢q=v(q), alors r,(q) =¥(R(7q)).
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XXII.

—>
Soit u le quaternion pur image par ¢» de d. On pose

P = COoS (%) E +sin (%) .

Il s’agit bien d’un élément de U et, d’aprés la question précédente, p convient.

2
Application. Soient R; la rotation vectorielle de R3 d’angle ?ﬂ et d’axe engendré par

(1,-1,-1) et Ry la rotation vectorielle de R? d’angle 7 et d’axe engendrée par (0, 1,0).
Montrer que Ry o Ry et Ry o Ry sont des rotations dont on précisera les axes et les
angles.

D’aprés la question précédente, R; correspond au quaternion

(7T) . (W)]—J—K E+I-J-K
pyr=cos|—=|E+sin|— =
3 3 V3 2

et Ry correspond au quaternion

Po = COS (g) + sin(g) J=J

De plus, d’apres la question XIX.3, Ry o Ry correspond au quaternion
_JoK+E-T 1. V3-I+J-K
P2p1 = 9 =5 5 NG .
. . .. 2T
Il s’agit donc de la rotation d’axe dirigé par (-1,1,-1) et d’angle 3
Enfin, Ry o Ry correspond au quaternion

J+K+E+T 1 V3I+J+K
Rt e ey U S ity
2 2 2 V3

Pip2 =

2
Il s’agit donc de la rotation d’axe dirigé par (1,1,1) et d’angle ?ﬁ
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Probléme n° 2

Notations.

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels, par N* I’ensemble des entiers naturels non
nuls et par R ’ensemble des nombres réels.

Soit (€2, B,IP) un espace probabilisé. Si A et B sont deux événements de 2 avec B de proba-
bilité non nulle, la probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé est notée Pg(A).
Soient k et n des entiers naturels, avec 0 < k < n. Le coefficient binomial donnant le nombre

n
de parties a k éléments est noté ( k:)

On utilisera la convention 0° = 1 dans tout le probléme.

Partie A : quelques études de séries

I. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout nombre réel x différent de 1,

n 1 xn+1
2t

k=0 -z

n

(1-x) Z 5 Z i
k=0 k=0

1+1

Z T

k=0 k 1
=1-
Comme z # 1, 1 —x # 0 et on obtient le résultat en divisant par 1 - z.

2. En déduire, pour tout entier naturel n non nul et tout nombre réel x différent de

n
1, une expression de Z kakt
k=1
Les deux fonctions f,g: R~ {1} — R définies par
n ) 1 - xn+1
f(2) =Y ok, o) =
k=0 -
sont donc égales. Elles sont toutes les deux dérivables et leurs dérivées sont égales.
Par suite, pour tout nombre réel z # 1 :

1-(n+1)z" +nam?

/l,:n l’k_1=lfl,’=
)= Y ket =g'(2) 0y

3. Soit x €]-1;1[. En déduire la convergence de la série Z nz"! et donner la valeur
nxl
de sa somme.

Comme |z| < 1,

lim (n+1)z" = lim nz"*' =0,
n—»+oo n—+oo
et donc
+00 1 - + 1™ + ns n+1 1
Z ne™ = lim Zkva L= lim (n+ D" +nz = :
n=1 Nt netee (1 - x)Q (1 - x)Q

13



I1. Soit £ un entier naturel. On considére la série entiére

o
Sp(z) =) ( )x"‘k.
n=k k

1. Calculer le rayon de convergence de Sy (z).
On pose a,, = (Z) Ces nombres réels étant tous non nuls, on peut utiliser le critére

de d’Alembert.

aner  (n+1)V El(n-k) n+l
a, Kl(n+1-k) nl Tn+l-k

En conséquence :

. An+1
lim == =1.

n—-+oo (,
Le rayon de convergence de la série Si(z) est donc 171 = 1.

2. Montrer que Sy est dérivable sur | - 1;1[ et que, pour tout x €] —1;1[,
Sp(z) = (k+1)Sk(z).

La série entiere Sy est dérivable sur 'intérieur de son intervalle de convergence
]-1;1] et pour z €] -1:1[ :

+00

S = 3 (1) -yt

+00

n!
nzk;rl k'(n k)

(n /{Z)Jin k-1

+00

|
n: n—k—1

= ——
nzkg-l k"(?’L — k- 1)'

n!
k 1 nfkfl
R v Ty

= (k+1)Sp1(z).

3. Montrer par récurrence que, pour tout k € N et pour tout x €] —1;1[,
1
(1 _ l‘)k+1 ’

Pour k entier naturel, soit P(k) la propriéteé :

Sk(QZ) =

1
Va E] -1; ].[, Sk(l’) = W
Pour tout z €] - 1;1[,5(x) = Z z™ = ——, donc P(0) est vraie.

Soit k € N tel que P(k) est Vrale Pour tout = €] — 1;1[, d’aprés la question
précédente :

1 , B k+1 1 B 1
Sk+1(x) = msk(x) - E+1 (1 _x)k+2 N (1 _x)lc+2'

Donc P(k + 1) est vraie. Par le principe de récurrence, P(k) est vraie pour tout

keN.
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4. Soit z €] - 1;1[. Justifier la convergence de la série Y n?z""! et montrer que
nx1

+ 00 1
Z n2pnl= S i .
n=1 (1 - $)3

n n
Indication : on pourra écrire n? en fonction de (1) et de (2)

Pour tout n>1:

donc :

= 2xS;(x) + 51 (x)

2z 1

(-2 (1-2)?
_ 1+x

=2)

ITI. Application : soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Soit p un réel de ]0;1[. Soit X une
variable aléatoire discréte suivant la loi géométrique de parameétre p, c’est-a-dire une
variable aléatoire définie sur €2, telle que

X(Q) =N* et Yk e N*, P(X = k) = p(1 - p)*.

1. Montrer que X admet une espérance et la calculer.

S EP(X =k)=p) k(1-p)"
k=1 k=1

D’aprés la question 11.3, cette série converge car |1 —p| < 1 et converge absolument
car c’est une série a termes positifs. Donc F(X) existe. De plus :

B(X) :;ijkIP(X:k) —pSi(1-p) = ﬁ - %.

2. Montrer que X2 admet une espérance et la calculer.

+00 + 00

YEP(X =k)=p> k*(1-p)F.

k=1 k=1
D’aprés la question I1.4, cette série converge absolument (car elle est & termes
positifs) et donc E(X?) existe. De plus :

I+1-p 2-p

B =ra oy~ 2

15



3. Montrer que X admet une variance et la calculer.
Comme F(X?) et E(X) existe, V(X)) existe et vaut :
2-p 1 1-p

V(X) = E(X?) - E(X)? = T

Partie B : étude d’une séance de tir a ’arc

On considére deux archers A; et As qui tirent chacun sur une cible de maniére indépen-
dante. L’archer A; (respectivement A,) touche sa cible avec une probabilité p; (respective-
ment po) strictement comprise entre 0 et 1. On suppose de plus que les tirs des joueurs sont
indépendants les uns des autres. On appelle X; (respectivement X5) la variable aléatoire
donnant le nombre de tirs nécessaires a 'archer A; (respectivement As) pour qu'il touche sa
cible pour la premiére fois. On note q; =1—-p; et ga =1 —ps.

IV. Déterminer les valeurs possibles prises par Xj.
Xl(Q) = NX_.
V. On introduit, pour tout entier naturel non nul 7, ’événement FE; : « le joueur A; touche

la cible & son i-éme tir ».
Exprimer, pour tout k € N*, 'événement (X; = k) a l'aide des événements E;, 7 € N*.

(X1=k)=E/n...nE_nE,.

VI. En déduire la loi de X;.
Les événements F; sont supposés indépendants, donc pour tout k € N* :

P(X, =k) =P(E))...P(E_)P(Ey) = ¢ p1 = (1= p1)Fpy.

VII. 1. Pour tout entier naturel non nul k, calculer P(X; > k).

_ - n-1 _ k+00 n _ pqu _ k
P(X1>k)= > pgt™ =pdl ). = sdr
n=k+1 n=0 - q1

2. Montrer que
V(m,n) e N* x N*, Pix,m) (X1 >n+m)=P(X; >n).

P((X;>m)n (X1 >n+m))
P(X; >m)

_P(X1>n+m)
- P(Xy>m)
_ q711+m

@
=q
=P(X; > n).

P(Xl>m)(X1 >n+ m) =

16



VIII. Calculer P(X; = X5).
On montrerait de méme que X5(€2) = N* et que pour tout k > 1,

P(XQ = k) = ngé_l.

Par indépendance des variables aléatoires X; et X5 :
P(Xl = XQ) = ZP((XI = k’) n (XQ = k))
k=1

= f P(X; = k)P(X, = k)

k=1

+ 00
= p1p2 Z (q1g2)"!
k=1

_ P1p2
I-qige

IX. Calculer P(X; > X5).
Par indépendance des variables aléatoires X; et X5 :

P(X; > X,) = +f[@((x1 >E)n(Xa=k))

= f P(X; > k)P(X, = k)

k=1
+00
_ k k-1
=po Y qldh
k=1

+00

=qip2 Y (q1g2)""
k=1

_ q1p2
I-qige

X. Que vaut P(Xy > X7) 7
Par symétrie entre X; et Xy, P(Xo> X;) = 1p1q2 .
— 4142

XI. On réalise a4 présent une deuxiéme expérience avec les deux archers A; et Ay de la
maniére suivante : 'archer A; tire jusqu’a ce qu’il touche sa cible. On appelle X; la
variable aléatoire donnant le nombre de tirs effectués par le joueur A; pour qu’il touche
sa cible pour la premiére fois. Ensuite, si X; prend la valeur n, I’archer A, effectue n
tirs en direction de sa cible dans les mémes conditions que la premiére expérience.
On définit alors la variable aléatoire G égale au nombre de fois ot la cible a été touchée

par I'archer A;. On suppose dans cette partie que p; = py et on note

P =Dp1=Dpe, g=1-p=1-p1=1-po.

1. Soient n € N* et k € N. Déterminer la probabilité conditionnelle P(x,_,)(G = k).
On distinguera les cas k >n et k <n.
Comme A, tire n fois, si k >n, P(x,-,)(G =k) =0. Si k <n,

Pixon) (G = k) = (Z)p’“(l ~p)" k.
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2. Montrer que, pour tout k e N*, P(G =k) = g+ 1p+t >° (Z)cf”‘”“.
n=k

On utilise le systéme complet d’événements (X7 = n),s;. Par la formule des pro-
babilités totales :

P(G = k) - +Z:IP>(X1 = )Py (G = F)

=0 - n-1 n k n-k
=0+ Y pq Pt
n=k

= ”) k+l 2n-k-1
=3, )P q
k-1, kel = (M 2n-ok
=gty P
n=k

3. En utilisant la partie A., montrer que, pour tout k € N*,

1
(1+q)*

P(G = k) = (%q)k1 9

D’aprés la question II :

P(G =k) = ¢"'p*"Si(q?)
qk—lpk+1
(1 _ q2)k+1
qk—lpk+1
- (1 _ q)k+1(1 T q)k+1
qk—lpk+1
T (1 + q)F*

qkfl
(1 + q)k:+1

( q )k:—l 1
= X —
1+g¢q (1+q)?

4. Montrer que G admet une espérance et que celle-ci vaut 1. Interpréter ce résultat.

Erre-n-mpii) o)

1+g¢ qg+1

1
Comme 0 <g<1,0< 4 . 3 Donc cette série converge absolument. Donc G

1+¢
posséde une espérance et :
1 1 1 B

(e (1o o T (lrg-g2

1+q

E(G) =

En moyenne, I’archer 2 touche une seule fois sa cible, tout comme 'archer 1. Ceci
provient du fait que p; = ps.
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Partie C : étude d’une variable discréte sans mémoire

Soit Y une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N telle que pour tout entier naturel n,
P(Y >n) > 0.

On suppose également que Y est sans mémoire c’est-a-dire qu’elle vérifie :
V(m,n) eNxN, Prysp)(Y 2n+m)=P(Y >n).

On pose P(Y =0)=pet g=1-p.

XII. Montrer que P(Y > 1) = ¢. En déduire que 0 < ¢ < 1.
Comme Y prend ses valeurs dans N, P(Y > 1) =1-P(Y =0)=1-p=¢. Donc0<¢< 1.
De plus, par hypothése sur Y, ¢ > 0.

XIII. Montrer que pour tout couple (m,n) d’entiers naturels,

P(Y 2n+m)=P(Y >2m)P(Y 2n).

P(Y >2m) =Prsny (Y 2m+n)
CPY2n+m)n (Y 2m))

- P(Y >n)

P(Y 2n+m)

CP(Y>n)

d’ou le résultat.

XIV. Pour tout entier naturel n, on pose u, = P(Y > n).

1. Montrer que la suite (u,) est géométrique et préciser sa raison.

Pour tout n € N, d’apres la question précédente pour m =1,
Up+1 = P(Y 2 n)P(Y > 1) = (]P(Y > n)7

donc w1 = qu,. La suite (u,),s0 est une suite géométrique de raison g.
2. Pour tout entier naturel n, exprimer P(Y >n) en fonction de n et de q.
On a donc, pour tout n € N :

P(Y 2n)=q¢"P(Y 20) =q¢".

3. Montrer que pour tout entier naturel n, P(Y =n) =P(Y 2n) -P(Y 2n+1).
Les événements (Y >n+1) et (Y =n) étant incompatibles :

PY2n)=P((Y=n)u(Y2n+1))=P(Y =n)+P(Y 2n+1),

d’ou le résultat.
4. En déduire que, pour tout n € N, P(Y =n) = ¢"p.
D’apreés la question XIV.2,

P(Y =n)=q"-¢"" =q"(1-q) = pq".
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5. En déduire que q est différent de 1.
Si g =1, alors p=0 et pour tout n e N, P(Y =n) =0. Par suite :

PQ)=1=3 B(Y =n) =0,

ce qui est absurde. Donc ¢ < 1.

XV. Reconnaitre la loi suivie par la variable aléatoire Y + 1.

Posons Z =Y + 1. Alors Z(§2) = N* et pour tout n € N*,
P(Z=n)=P(Y =n-1) =pg"".

Donc Z suit une loi géométrique de parameétre p.

XVI. Conclure que Y est sans mémoire si et seulement si Y + 1 est une variable aléatoire de

loi géométrique de parameétre p €]0;1].

Si Y est une loi sans mémoire, d’apres la question XV, Y + 1 suit une loi géométrique
de paramétre p = 1 — ¢ €]0;1[. Réciproquement, si Y + 1 suit une une loi géométrique
de parameétre p = 1—-¢ €]0; 1[, alors pour tout n € N, P(Y =n) = pg". On en déduit que
pour tout n € N,

oo +0o n
Pq n
P(Y>n)= ) P(Y =k)=) pq"= =q",
k=n k=n 1_(]
car 0 < ¢ < 1. Par suite, si m,n e N :
P Y; n+m
Piysny (Y 2m+n) = on+m)_g =q" =P(Y >m).

P(Y>n) ¢

Donc Y est sans mémoire.

Partie D : taux de panne d’une variable discréte
Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N telle que, pour tout entier naturel n,

P(Z >n) > 0.

Soit n € N. On appelle taux de panne de Z a l'instant n, le réel noté A, défini par

>\n = ]P)(ZZn)(Z = TL)

XVII. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n,

1_)\n:IP’(Z>n+1)
P(Z>n)

P((Zzn)n(Z#+n)) P(Zz2n+1)

1—)\n ZP(ZZn)(Zin) =

P(Z > n) ~ P(Z32n)
2. Vérifier alors que, pour tout entier naturel n, on a 0 < A, < 1.
Comme )\, est la probabilité d'un événement, 0 < A\, < 1. Si A, =1, alors P(Z,, >

n+1) =0, ce qui est exclu. Donc A\, < 1.

20



3. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

sz>n):Tﬂ1—My

n—1 7L1P(Z>k+1)

H(1 )=l -

w0 P(Z2k)
HIP(Z > k)
k=1

ﬁp(z> k)
P(Z > n)

" P(Z3>0)
=P(Z >n).

XVIII. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
n—-1
Z]P’(sz) =1-P(Z 2n).
k=0
n—1
1-P(Z2n)=P(Z<n)=P(Z<n-1)= ZIP(sz).
k=0

2. En déduire que lim P(Z > n) existe et vaut 0.

n—1 +00
lim Y P(Z=k) =Y P(Z=k)=P(Q)=1,
T k=0 k=0
donc lim P(Z>n)=1-1=0.
3. Quelle est la nature de la série > In(1-\,)?

n=0

D’apreés les questions XVIIL.3 et XVIIIL.2,

lim Zlnl )\k)— hm ln(H(l—)\k))

lim ln(IP’(Z >n)) = 11H(l)+ In(z)

= —0Q.

Cette série diverge.
4. Que dire alors de la nature de la série Z An?
n20
Si (An)nso ne tend pas vers 0, cette série diverge grossiérement. Si (A, )0 tend
vers 0, cette suite a termes positifs est équivalente a la suite —In(A(1 - A\y,))nso0,

donc les séries Z An €t — Z In(1-\,) sont de méme nature. D’aprés la question
n20 n20
précédente, elles divergent.

XIX. On suppose maintenant qu’il existe un nombre réel ¢ tel que pour tout n e N, A\, = c.
Ce réel est appelé taux de panne de Z.
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. Montrer que 0 < c< 1.
C’est la question XVII.2.

. Pour tout entier naturel n, exprimer P(Z > n) en fonction de c et de n.
D’apreés la question XVIL.3,

P(Z > n) :11(1-0) _(1-0)

. Montrer que ¢ est non nul.
Si ¢ =0, alors pour tout n € N, P(Z >n) = 1. D’apreés la question XVIIL.2,

1= lim P(Z2>n)=0.

n—---+oo

On aboutit & une contradiction, donc ¢ > 0.

. En déduire une caractérisation des variables aléatoires ayant un taux de panne
constant.

Le taux de panne de la variable aléatoire Z est constant si, et seulement si, Z +1
suit une loi géométrique de paramétre p €]0; 1[.

= : d’aprés XIX.3, pour tout n € N, P(Z > n) = ¢7, avec ¢ = 1 — ¢ et donc
0 < g < 1. On reprend alors le raisonnement de la question XIV.

<~ : Alors

P(Z=n) P(Z+1=n+1) pqg"

P s (Z = 1) = - =——=p.
@2 =)= g S B Zvions ) g P

Le taux de panne est donc constant.
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