Mines d’Albi,Ales,Douai,Nantes 2001 - Toutes filieres - Corrigé

Cette correction a été rédigée par Frédéric Bayart. Si vous avez des remarques a faire, ou pour signaler
des erreurs, n’hésitez pas a écrire a: mathwebQfree.fr

Mots-clés : suites récurrentes, fonctions réciproques, polynomes, dérivabilité

Commentaires : Enfin un probleme avec une partie qui réclame une vraie initiative personnelle! Il
pourra aussi constituer une excellente révision des fonctions réciproques.

Probléme 1
Partie 1

1. Evident!

2.a. E;O) ={ue RY; 3 e R; Vn €N, Up+1 = Up+b}. Une suite de E%O) est donc une suite arithmétique
de raison b. En particulier, u € EY si, et seulement si, il existe deux réels b et ¢ tels que, pour tout
neN, u, =nb+c.

2.b. E) = {ucRY; 3b € R;Vn € N, u,, 1 = b}. Une suite de E(()O) est donc stationnaire & partir de uy.
En particulier, u € Eéo) si et seulement si il existe deux réels b et c tels que uy = c et u,, = b pour
n>1.

3. —-0¢€ E(go). Il suffit en effet de prendre b, = 0.

— Soient u,v € E((lo) et A € R. Alors:
Unt1 + AUpt1 = a(Uy + Avp) + (by, + Aby).

Si on pose w = u + v, alors w € EL(lO) avec by, = by + \b,.

4. Avant de commencer, remarquons que x € E((IO) avec by, =1—a, ety € E((IO) avec by = 0. Montrons
alors que (x,y) est une famille libre. Si Az + py = 0, on a en particulier le systéme suivant (obtenu
en faisant n =0et n=1):

Ad+pu = 0
{ Adau = 0
Le déterminant du systeme est a — 1 qui est non nul. Ce systeme admet donc une unique solution
qui est A = p = 0: la famille (x,y) est libre.

5.a. On peut ou résoudre le systeme explicitement, ou utiliser comme ci-dessus que son déterminant est
non nul: le systéme est inversible.

5.b. Nous procédons par récurrence sur n, le résultat étant prouvé pour n = 0 ou n = 1. S’il est vrai au
rang n:

Upt1 = aUy +0b

= a\r, +apy, +0
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Or, on sait que u; = aug+b, ce qui donne A+ap = Aa+ pa+b, et on obtient b = A — Aa. Reportant
cela dans I’équation précédente, on trouve :
Upyr = Aa+pa™™ X =a
= A pa™t
= ATpiy1+ MYni1-

5.c La famille (x,y) est génératrice de de EY.

6. D’apres les questions précédentes, une base de Et(lo) est {z,y} : une suite u est dans Et(lo) si, et seulement

si, il existe deux constantes A et u telles que, pour tout n, u, = A + pa™. En particulier, Eéo) est
de dimension 2.

Partie 11

1. Considérons d’abord :
¢ Ry[X] — RpH!
P — (P(O),P(l),...f(p))

¢ est une application linéaire. Calculons son noyau: si P € R,[X] est tel que P(0) =--- = P(p) =0,
alors P est un polynome de degré au plus p qui admet p+1 racines. P est nécessairement le polynoéme
nul.

¢ est donc injective. Supposons maintenant qu’il existe deux polynémes P et () de R,[X] tels que,
pour tout n,

Upt1 = auy, + P(n) = au, + Q(n).

En évaluant pour n =0, ...,p, on trouve que Q(0) = P(0),...,Q(p) = P(p), et donc ¢(P) = ¢(Q).
Par injectivité de ¢, P = @, et le polynéme qui intervient dans la relation de récurrence est unique.

2. On remarque d’abord que 0 € E((lp) en prenant par exemple P, = 0. Ensuite, si u,v € Eﬁ}’), et si
w = u + Av, il est facile de vérifier que w est aussi élément de Eép )7 avec P, = P, + A\P,.

3. Nous venons de voir que P,yx, = P, + AP, et ceci, couplé a I'unicité du polynéme P,, prouve que
O(u+ Av) = 0(u) + \0(v).

4.

u€ Kerf <— P,=0
— VneN, uyy1 = auy,
<~ Jug, Vn € N, u,, = a"uyg.

On a donc Kerf = vect y, ou y est toujours la suite définie par y,, = a™.
5.a. Du fait que a # 1, il est clair que Qy, est degré k, le coefficient dominant étant 1 — a.
5.b. C’est un résultat classique qu'une famille de polynémes de degrés tous différents est une famille

libre. (Qo, . ..,Qp) est donc une famille libre de R,[X]. Comme elle comporte p+ 1 vecteurs, et que
dimR,[X] =p+ 1, c’est en fait une base de R,[X].
6.a. Soit (®) la suite définie par acglk) = n*. Alors,
xik-i)-l = (n+1)f

= an® + [(n+1)" —an”]
az™ + Qi (n).

En particulier, z(%) € E,(lp)7 et 0(z™™)) = Qy, est dans I'image de 6.
6.b. On a donc vect(Qo, - . .,Qp) C R,y[X], et donc R,[X] C Imb C R,[X]: 6 est surjective.
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7. On applique le théoreme du rang:
rg 0+ dim Ker 0 = dimE((lp),

cequidonne p+2=1+4+(p+1) = dim E?.

8. Tl suffit de prouver que (z(?,...,z(P) 5) est une famille libre de EC(LP). Si Az -+ )\pm(p) +py =0,
on applique 8 et on obtient :
)\OQO+"'+)‘pr:0-

Mais (Qo, - . .,Qp) est une famille libre, et donc A\g = --- = A, = 0. De ce fait, ;1 = 0 aussi, et le
résultat est prouvé.

9. (uy) se décompose en u, = A\g+ An+ pa™. En regardant les conditions initiales n = 0,1,2, on obtient
le systeme :

Aot+p = -2
AN+ +20 = 3
A +20 +4p = 11
La résolution de ce systeme donne \g = —5, A\; = 2, et p = 3. On a donc:

Uy, = =5+ 2n + 3 x 2",

Partie I11

1. Nous reprenons les notations de la partie II. Le polynéome P, est toujours unique, et il est facile de
vérifier que le noyau de 6 est cette fois 'espace vectoriel des suites constantes. Posons cette fois,
pour k > 1, Ri(X) = (X + 1)* — X*. Ry, est un polynome de degré k — 1, et (Ry,...,Ryi1) est
une base de R,[X]. Comme en II.6.a., Ry est dans I'image de 6, car (z*)) = R;. On a donc
dim B = p+ 2, une base en étant donnée par (z(0, ... zP+1)).

2. On a donc u,, = A\g + A\in + Xon?. En appliquant aux rangs 0 & 2, on obtient le systéme:

Ao = -2
Ao+Ar+A = —1
Ao +2\ +4hy = —6

Apres résolution du systéme, il vient :

Uy = —2 + 4n — 3n2.

Probleme 2
Partie I

y
1. Il est facile de calculer / etdt = e¥ — e*. On a donc:

x

Y
/ ddt=1+= e!—e"=1 <= y=In(1+¢").

L’équation (E,) possede donc une unique solution donnée par f(z) = In (1 + ez).
2. f, comme composée de fonctions croissantes, est croissante. En outre, si « tend vers +o0o, f(z) tend
vers +00, et si  — —o0, e — 0 et f(x) — 0.
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3. On calcule f(z) —z:

f@)—z = In(l+e") -z
= In(e"(1+e ™) -2
= In (1+e_x).

Cettee derniere quantité tend vers 0 si z tend vers +o00, et est toujours positive : la droite d’équation
y = x est asymptote a la courbe, et la courbe est au-dessus de I’asymptote.

4. Onal+e*=1+z+ %2 + 0(3:2). Il faut faire attention ici car le développement limité du In se fait
en 2, et non en 1 comme d’habitude. On a:

In (2 (1+ % + %2 +0(x2)>>

2
= 1n2+1n<1+§+%+0(m2))

22
In <2 + x4+ 5 +0(:r2)>

2
_ A
_ 1n2—|—(2+4—|—0(x))

N —
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|8,
+
Q
—
8
(V]
S—
~_

(V)

2
x X
= 1n2+§+§+0(x2)

C admet donc en 0 une tangente d’équation y = In2 + 3. En outre, la courbe est située localement
au-dessus de la tangente (car f(z) —In2— ¢ > 0 si x petit).
5. A vous de jouer!

Partie I1

l.a. On a: y )
/ ¢(t)dt = —[arctan(y) — arctan(z)].
v T

Comme arctan(y) < 7/2 et arctan(z) > —7/2,

/: p(t)dt < 1.

1.b. Si c’est toujours inférieur strict a 1, cela ne peut jamais étre égal a 1, et donc I’équation n’a pas de
solutions.

1l.c. [ =0. Le but de la partie II étant de nous montrer I'existence de f si | # 0, cette question prouve
que la condition [ > 0 n’est pas superflue.

2. C’est une simple reformulation :

y
| etit=1 = . -1
xr
3.a. ¢, est continue, car dérivable comme rappelé par ’énoncé. En outre,

¢y (1) = p(u),

et cette quantité est strictement positive sauf en un nombre fini de points. ¢, est donc strictement
croissante sur R. En particulier, ¢, réalise une bijection de R sur ¢,(R). Et la solution de (E,), si
elle existe, est unique!

3.b. Si I est réel, on applique la définition de la limite d’une fonction en 400 avec ¢ = /2. Il existe
to € R tel que, sit > tg, ¢(t) > 1/2. On a prouvé le résultat demandé avec A =1/2.
Si I = 400, c’est encore plus facile, car la définition d’une limite infinie s’applique!
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3.c. Par la relation de Chasles:

MM=LKﬂWHA%®ﬁ

> A(u—t)+/ P(t)dt.

¢ (u) tend donc vers +o0o si u tend vers +oo. En particulier, il existe un u > z tel que ¢, (u) > 1.
3.d. ¢, est continue sur R, vérifie ¢, (z) = 0 et ¢, (u) > 1. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
il existe y € [x,u] tel que ¢, (y) = 1: 'équation (E,) admet une unique solution!

Partie I11
1 f(z) f(a)
oo +1= [otars [T pmar= [ ot = ls(a))

Maintenant, on sait que ¢ est une bijection, et cette égalité est équivalente a:
f@) = ¢y " (do(x) +1).

2. Il faut commencer a savoir ses théoremes sur les fonctions réciproques, notamment ici que la fonction
réciproque d’une fonction continue strictement croissante est une fonction continue strictement
croissante. En particulier, f, par composition, est continue strictement croissante.

3.a. On rappelle que si y = ¢o(t), et si ¢g est dérivable en = avec ¢} (t) # 0, alors d)gl est dérivable en

Y, et: )
(¢5 ) (y) = m-

Ici, ¢, = ¢ ne s’annule pas, et donc ¢61 est C'. Par composition des dérivées, f est C! sur R et :
_ I
F@) = (po(z) +1) x (651) (po(z) +1).
Pour t = (bal (¢0(x) + 1) = f(x), on applique le rappel précédent, et :

SV B
Sh(@) T (@)

3.b. Cette question est un peu plus délicate, car pour la traiter rigoureusement, il faut se souvenir de
la démonstration de la dérivée d’une composée et d’un produit. On note 7(xg,h) le taux d’accrois-
sement de f en xzg par rapport a la variable h.

f(zo+h) — f(xo)

f'(z) = p(z) x

T(x9,h) = o
_ ¢ ' (do(mo +h) +1) — ¢y (do(w0) + 1)
h
_ 90 (¢o(zo+h) +1) = & (o(wo) +1)  dulzo +h) — do(o)
do(zo + h) — do(w0) h '

On note Xp, = ¢y ' (¢o(zo + h) + 1) = f(zo + h) et Xo = ¢y " (¢o(z0) + 1) = f(z0), de sorte que
$0(Xn) = do(Xo) = ¢o(2o + h) — do(zo).

On a alors:
Xn—Xo do(xo + h) — do(w0)

Tooh) = G R~ do(%o) h

http://mathweb.free.fr 5



Mines d’Albi,Ales,Douai,Nantes 2001 - Toutes filieres

Mais,
1. Sih— 0, X}, — X, et donc:
X, —X = 1 1
h 0 h—0 _ — too.

$0(Xn) — do(Xo) 0(Xo)  w(f(20))

do(xo + h}z — ¢o(20) h—o () 0.

On a donc 7(zg,h) h=0, +o00: f n’est pas dérivable en x(, mais sa courbe représentative admet au
point d’abscisse xy une tangente verticale.

4.a. Immédiat!

4.b. On a ¢,(f(x)) = 1, et ¢,(x) = 0. Du fait que ¢, est strictement croissante, z < f(z). D’autre
part, si x > a, ¢p(x +¢) = f”s @(t)dt > e x I > 1. On a donc aussi f(z) < z + ¢, ce qui prouve

T
I’encadrement demandé. La droite d’équation y = x est donc asymptote a la courbe représentative

de f.
5. Onfixel >e>0. Soitatelquex >a = l—e < p(z) <l+e. On aalors:

f(=z) f(=) f(=)
/ (lfs)dtg/ cp(t)dtﬁ/ (I +e)dt,

soit encore
(I=e)(f(@)—2) <1< (I+e)(f(x) — ).

Apres un petit calcul, si z > a,

La droite d’équation y = = + % est donc asymptote a la courbe représentative de [.
6.a. On a:

(zr,y) €T

—r = f(~y)
(_m7 - y) € F7

[ A A

ou on a successivement utilisé la parité de ¢ et le changement de variables u = —t.

6.b. Soit D la deuxieéme bissectrice du repeére, d’équation y = —z. Si M (z,y) est dans le plan, M'(z',y’)
son symétrique (orthogonal) par rapport & D, alors:

MM L (~1;1) = —(2' —2)+ (4 —y) =0.

D’autre part, puisque %M + %M’ € D,ona:z+a2" = —(y+y). On obtient alors ¢/ = —z et
' = —y. Les coordonnées de M’ sont donc (—y, — x). A laide de la question précédente, ceci

prouve que la courbe est symétrique par rapport a D.
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Partie IV

1. On peut factoriser ¢ pour obtenir p(z) = (22 — 1)2. » est continue, est strictement positive sauf si
xr=1oux=—1, elle tend vers +00 en 400, et est paire.

2. D’apres les questions précédentes :

— La droite y = = est asymptote de Cy en +oo (la courbe est au-dessus de ’asymptote).

— Oy possede la droite y = —x pour axe de symétrie, ce qui permet de se restreindre a construire

la moitié de la courbe.

— On a f/'(z) = 0 si, et seulement si, p(z) = 0: on a une tangente horizontale en les points
d’abscisse 1 et -1.
Cy admet des tangentes verticales en les points pour lesquels f(z) = 1, c’est-a-dire en les
points d’ordonnée 1 ou -1.

Nous vous laissons le soin de tracer la courbe!
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