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Dans tout ce probléme I'entierest supérieur ou égal &(fh > 1) ; E est un espace vectoriel
complexe de dimensiam Le but de ce probléme est d’étudier les applications semi-linéaires de
I'espace vectoriel complexe dans lui-méme. Une applicatiande E dans lui-méme est
semi-linéaire si elle possede la propriété suivante :

Pour tout scalaira et tout couple de vecteuxrsety de I'espace vectoridt la relation
ci-dessous est Vvérifiée :

u(ax+y) =aux) +ucy).

Le nombre complexa est le nombre complexe conjuguéale

Un nombre complexg@ est une valeur co-propre de I'application semi-linéaiggil existe
un vecteux différent de 0 tel que la relation ci-dessous soit vérifiée :

u(x) = px

Le vecteurx est un vecteur co-propre associé a la valeur co-prppre
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Premiere partie

Le but de cette partie est d'étudier, pour une application semi-linéairelonnée, les valeurs
et vecteurs co-propres.

[-1. Premiéres propriétés
Soit u une application semi-linéaire de I'espace vectoriél

a. Démontrer qu’étant donné un vecteudifférent de 0, appartenant a I'espdgt,el existe
au plus un nombre complexetel que la relationu(x) = u x ait lieu.

b. Démontrer que, si le nombre complexest une valeur co-propre de I'application
semi-linéaireu, pour tout réeb, le nombre complexg € ¢ est encore valeur co-propre de
I'application semi-linéairel. Exprimer un vecteur co-propre associé a la valeur co-prpgfé
en fonction d’un vecteur co-propreassocié a la valeur co-propueet du réeb.

c. Etant donnée une valeur co-propree I'application semi-linéaire, soitE, I'ensemble
des vecteurg de I'espace vectoridt qui vérifient la relatioru(x) = u X :

E.=<{X€E | u®X) =pux}.
Est-ce que I'ensemblg, est un espace vectoriel complexe ? réel ?

d. Etant données deux applications semi-linéairesy, étudier la linéarité de I'application
composéel o V.

[-2. Matrice associée a une application senfinéaire :

Soit u une application semi-linéaire de I'espace vectorié; soit (&j),.;, une base de
I'espace vectorieE. A un vecteurx, de coordonnées,, x», ..., X, est associée une
matrice-colonneX d’élémentsxi, Xz, ...,Xn, appelée (abusivement) vecteur.

a. Démontrer qu’'a I'application semi-linéaiueest associee dans la base),.;., deE une
matriceA, carrée, complexe, d’'ordre telle que la relatioly = u(x) s'écrive :

Y=AX.
La matrice-colonn& est la matrice complexe conjuguée de la matrice-colotine

b. SoientA et B les matrices associées a une méme application semi-linédaes les bases
(€)1<i<n €t (fi) 1<, respectivement. SoBila matrice de passage de la bgsg ., a la base
(fi) 1<i<n- Exprimer la matricé8 en fonction des matricesetS.

Etant donnée une matrice cariéecomplexe, d’ordre, le vecteurX, différent de 0,
(X # 0) est un vecteur co-propre de la matrice cakeassocié a la valeur co-propuesi le
vecteurX et le nombre complexg vérifient la relation matricielle ci-dessous :

AX = puX.

Dans la suite toutes les matrices considérées sont des matrices carrées complexes.

[-3. Exemples:
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a. Soit Alamatrice d'ordre 2 définie par la relation suivanté\:= ( ) Rechercher

a -
les valeurs co-propraset les vecteurs co-propres= ( o ) associés.

b. Démontrer que, si une matriéeest réelle et admet une valeur propre rég|leette
matrice a au moins une valeur co-propre.

[-4. Correspondance entre les valeurs co-propresde la matrice A et les valeur s propres
delamatriceAA:

Soit A une matrice carrée complexe d’ordre

a. Démontrer que, si le scalaipeest une valeur co-propre de la matrisde nombre réel
|u|> est une valeur propre de la matrieA.

b. SoitA une valeur propre positive ou nulié > 0) de la matriceA.A et X un vecteur propre
associé :

AAX =1 X

Démontrer que le réell est une valeur co-propre de la matrisen envisageant les deux
cas suivants :

i. les vecteurd\.X et X sont liés ;

ii. les vecteursA.X et X sont indépendants ;

c. En déduire que, pour que le réel positif ou pudoit valeur co-propre de la matriée il
faut et il suffit que le réeli? soit valeur propre de la matriggA.

|-5. Casd’une matricetriangulaire supérieure:
Dans cette question la matrice A est une matrice triangulaire supérieure (les éléments situés
en-dessous de la diagonale principale sont nuls).

a. Démontrer que, gi est une valeur propre de la matriéepour tout réeb, le nombre
complexel €' est une valeur co-propre de la matrise

b. Démontrer que, gi est une valeur co-propre de la matrisgl existe un réeb tel que le
nombre complexe € ? soit valeur propre de la matride

c. SoitA la matrice définie par la relation ci-dessous :

~(11)

Démontrer que le réel 1 est valeur co-propre de cette matrice et déterminer un Yecteur
. a+ib

co-propre associé. PoseX = _ :
c+id

[-6. Une caractérisation des valeurs cepropres :
Soit A une matrice carrée complexe d’ordne; soientB et C les matrices réelles définies par
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larelation suivante :
A=B+iC.

Démontrer que le nombre complepeest valeur co-propre de la matrigesi et seulement si
le nombre réeju| est une valeur propre de la matrioe carrée réelle d’ordrer définie par

blocs par la relation suivante :
B C
D= :
C -B

Seconde partie

Etant données deux matrices carrées compl@es d’'ordren, s'il existe une matrice
carree complex&d’ordren inversible(S € GLy(C)) telle que la relation

B=SAS?

soit vérifiée, les deux matricéset B sont dites co-semblables. Si une matrcest
co-semblable a une matrice diagonale, la matdiest dite co-diagonalisable. Le but de cette
partie est de rechercher a quelles conditions une matrice est co-diagonalisable.

[1-1. Unerelation d’ équivalence:
Etant données deux matrices carrées compl&etd d’ordren, ces matrices sont dites
satisfaire la relatior si et seulement si ces deux matrices sont co-semblables :

A~B <« 3Se GL,(C) : B=SAS".

Démontrer que la relatiom est une relation d’équivalence dans I'ensemble des matrices
carrées complexes d’ordre

I1-2. Indépendance des vecteurs epropres::

Soit A une matrice carrée complexe d’ordne soientXi, Xa,..., Xk, k vecteurs co-propres de
la matriceA associés a des valeurs co-propeesyo, ..., tx ; I'entier k est inférieur ou égal a
I'entier n (k < n).

Démontrer que, si les valeurs co-proprgs p = 1,2, ...k ont des modules différents les uns
des autre$p + q = |up| # |ugl), la famille (X1, Xz, ..., Xk ) est libre.

En déduire que, si la matricdeA an valeurs propreg,,p = 1,2,...n, positives ou nulles,
(4p = 0), distinctes les unes des aut(es+ g = ip + 1q), la matriceA est co-diagonalisable.

[1-3. Quelques propriétés :
a. Soit Sune matrice carrée complexe d’ordmeinversible(S € GL,(C)) ; soitA la matrice
définie par la relation
A=SS".
Calculer la matrice produi.A.

b. SoitA une matrice carrée complexe d’ordréelle que
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AIE\ = In,

démontrer qu’il existe au moins un réetel que la matrice&S(0) définie par la relation
ci-dessous

SO)=¢€e?A+eill,,

soit inversible. Calculer, en donnant au réekette valeur, la matricA.S6) ; en déduire la
matriceS(Q).S(@)fl.

[1-4. Une condition nécessaire

Soit A une matrice d'ordre n co-diagonalisable. Il existe par suite une mataeeversible
telle que la matric&*.A.Ssoit diagonale. Démontrer que la matris@ est diagonalisable, que
ses valeurs propres sont positives ou nulles et que le rang de la rfagste&gal au rang de la
matriceA.A.

[1-5. Une condition suffisante:
Soit A une matrice carrée complexe d’ordrgui vérifie les trois propriétés suivantes :

i. la matriceA.A est diagonalisable,
ii. les valeurs propres de la matriéA sont positives ou nulles,
iii. le rang de la matricA est égal au rang de la matriéeA.

Soientiy, A2, ..., Ak, les valeurs propres, deux a deux distinctes, de la makize elles sont
positives et ordonnées de facon qu’elles vérifient la relation suivante :

A1 > Ao > ...> A > 0.

Les valeurs propres, 12, ..., Ak ont respectivement les multiplicités, ny, ..., Nk. Soitlp
la matrice identité d’ordre p. Une matrice diagonalesemblable a la matric& A, s’écrit par
blocs avec les conventions précédentes sous la forme suivante :

kllnl O O
0 Azln, .. O

0 0 .. dkln

Par hypothése il existe une matrigéversible telle que
AA=SA.St
Soit B la matrice définie par la relation suivante :
B=S!AS
a. Démontrer les relations :
B.B=BB; BA=AB.

b. Démontrer que la matrid®@s’écrit par blocs sous la forme ci-dessous ; dans cette
expression chaque matrigg est une matrice d’ordne :
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0 0 .. Bk

c. Démontrer qu’il existe une matrice inversiieet une matrice diagonated’ordren telles
gue la relation ci-dessous ait lieu :

B=PAP™
En déduire que toute matrice vérifiant les hypotheses i, ii et iii est co-diagonalisable.

[1-6. Exemples:
a. SoitA une matrice symétrique réelle d’ordre est-elle co-diagonalisable ?

b. SoientA, B, C etD les matrices d’ordre 2 suivantes :
i 1 1
. ’B: ’
(0 i ) ( 1 1 )
01 1
, D= _ .
( 00 ) ( i1 )

Est-ce que ces matrices sont diagonalisables ? co-diagonalisables ?

A

C

FIN DU PROBLEME
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