Concours Centrale-Supélec 2001 PC - Sujet 2 - Corrigé
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Commentaires : Ce probleme est tres classique, et assez simple, hormi la derniére question. Il explore
tout le programme d’algebre linéaire, et constitue une révision de premier choix dans cette optique.

Premiere Partie

I.A.1. Nous distinguons les deux cas proposeés:
a) Si (x,y) est liée, y = Az. On considere 'homothétie A = AI.
b) Si (z,y) est libre, par le théoréme de la base incompléte, on complete (z,y) en (z,y,fs, ..., fn)
base de V. On considere alors ’endomorphisme A défini par Az = y, Ay = z et Af; = f;
(rappelons qu'un endomorphisme est uniquement défini par 'image d’une base, et que c’est
un isomorphisme si, et seulement si, 'image d’une base est une base). Alors A est une matrice
inversible.
Si W est un sev de V stable par £, on suppose W # {0y}, et soit y € V, & € W non nuls tous les
deux. Alors il existe A de L tel que Ax =y, et donc y € A(W) = W. En particulier, W =V, et £
vérifie Pg.

LLA.2.

— P;: non, mais P, oui: une matrice est dans L si, et seulement si, elle est de rang n.

— Ps: ouil Car I est de rang n.

— Py:non! I — I =0 ¢ L prouve que L n’est pas stable par combinaisons linéaires.

— P5: oull En effet, A € L <= det(A) # 0. Mais si A,B sont dans L, alors det(AB) =
det(A) det(B) # 0, et donc AB € L.

IB1.SiTe L, et T = (Tk,m), alors T(e,) = Z?Zl tjnej = tnnen. Donc e, est vecteur propre de tout
T de L. En particulier, si on pose W = vect(e,,), alors W est un sev de V, non réduit au singleton
{0y} ni égal & V, et stable par L. £ ne vérifie donc pas Ps.

I.B.2.

— Py : oui! Par exemple, E; ; est dans L.

— Py, P5: oui! Car [ est triangulaire inférieure.

— Py : oui! £ est I'espace vectoriel engendré par les E, ,, pour k < m.

— Ps5: oui! 1l suffit de vérifier en faisant le produit de deux matrices triangulaires inférieures!

I.C.1. Si A € L, d’apres les propriétés P3 et Py, A— A\l est dans L, et le rang de cette matrice est donc
0 ou 2. Maintenant, si on suppose que A n’est pas une homothétie vectorielle, alors A possede deux
valeurs propres distinctes qui sont A; et Ay (nous travaillons sur le corps des nombres complexes).
Mais alors A — A1 n’est pas de rang 2, car A\; est valeur propre, mais n’est pas non plus de rang
0, car sinon A serait ’homothétie A\;I. Notre hypothese est donc fausse, et tous les éléments de



L sont des homothéties vectorielles. Comme la réciproque est trivialement vérifiéé (I est dans £
et L est stable par multiplication par un scalaire), £ est exactement I’ensemble des homothéties
vectorielles.

[.C.2. Si P; n’est pas vérifiée par L, alors £ est I’ensemble des homothéties vectorielles, et par exemple
W = vect(e1) est stable par £. Ps n’est alors pas vérifiée. Par contraposée, si £ vérifie Py, alors £
vérifie Py.

Deuxieme Partie

IT.A. Notons W = {Nz;; N € L}. Comme L est un sous-espace vectoriel de E, il en est de méme de
W. Maintenant, la stabilité de £ par produit matriciel assure que W est stable par £. Comme L
vérifie P, ona W = {0y}, ou W =V. Mais z; € W, car I € L, et z; # 0. C’est donc que W = V.
Si (M7,My) n’est pas libre, soit A\,u # (0,0) tels que AM; + uMy = 0. Nous appliquons en z :

)\M()N()Mol'l + /LMol'l = )\21 + M2 = 0.

Ceci contredit que (z1,22) est une famille libre.

IL.B. Si z € My(V), 2 = Moz et MoNoz = Mo(NoMopz): Mo(V) est stable par MyNy. Comme on est
sur le corps des complexes C, ’endomorphisme MyNy restreint & My(V) admet une valeur propre
a. Le choix d’un vecteur propre non nul pour cette valeur propre donne le résultat souhaité.
On a alors M7 — aMy = (MoNy — al)My, et rg(M; — aMy) < rg(Mp). Mais MoNy — ol n’est
pas inversible sur My (V). L’inégalité précédente est donc stricte (appliquer le théoréme du rang &
My — aMy restreint & My(V)). En outre, rg(M; — aMy) > 0, car (My,M7) est une famille libre.
Mais alors:

My —aMye L, et 0<rg(M;—aMy) <rg(Mp).

Ceci contredit la minimalité de m. Et donc m = 1.

Troisieme Partie

III.A. Soit FF = {M € E; M(W) C W}. F est clairement un sev de E, et il contient £. Soit {f1,...,fk}
une base de W, qu’'on complete en {f,...,f,} base de E. On note W’ = vect{ fr41,...,fn}, qui
est un supplémentaire de W. M € F se décompose en M = M; @& M, ou M; envoie W dans W,
et My envoie W’ dans E. Autrement dit, F' se décompose en Fy & Fs, ou:

-F={MeFE, MW)CW et M|y =0}.

~ Fy={M € E; M|y =0et M(W') C E}.
Maintenant, dim(L(W,W)) = (dimW)? = k2, tandis que dim(L(W',E)) = dimW'dimE = (n —
k)n =n% — kn. On a donc dimF =n? —kn + k?> =n? — k(n — k).
Maintenant, dimF > n? — 1 car L C F, et donc 1 > k(n — k). Comme n > 2, k=0ouk =n, et
donc W ={0y}ouW="V.

III.B.1. On a dim(H N L) > 1, car H est de dimension 2, et £ est de dimension > n2 —1: ces deux sev
ne peuvent étre en somme directe. Soit aEy, , + bl € L. Alors d’apres (*), b # 0, et aEj, ,,, + bI est
inversible.

IIIL.B.2. oy 4+ E32+ -+ Epy m—1 + F1,m est une matrice inversible, et est dans £. Dans tous les cas,
L possede une matrice inversible A.

IIL.C. La famille (4,42, ...,A""*1) est une famille de n? + 1 éléments, dans un espace vectoriel de di-
mension n. C’est donc une famille liée. Soit p,k > 0 des entiers, et (\;)o<i<p des nombres complexes
pour lesquels:

— Aoy #0.



— X AF + X\ AR . 4 X\, ARFTP = 0. Comme AF est inversible, on simplifie par A et on obtient
la relation demandée.
Maintenant, I = /\io (=M A —--- =X, AP). Le membre de droite de I’égalité est élément de £
car A € L, et L est stable par produit matriciel et combinaison linéaire.

ITI.D. D’abord, C, est un sous-espace vectoriel. Soit y € C,, et M € L. Alors, pour tout L dans L, on
a:
(*Lu,My) =" ' M'Lu =" " LMu = (*LMu,y) = 0

car *(LM)v € B,. En outre, u € B,, car on vient de prouver que I € L. Par P, on a: C,, = {0} ou
Cy = V. Ce deuxieme cas est impossible, car il imposerait B, = {0}. Donc C,, = {0y} et B, = V.
Pour A,, il faut un peu d’astuce. Notons £ = { *L; L € L}. Alors, comme L, £’ est un sev de E de
dimension > n?—1, qui vérifie P3, Py, P, et Ps. Par le calcul déja fait, B'u = {{Mu; M € L'} = V.
Mais A, = B,!!! Et donc A, = V.

Comme z € A,,, et y € By, il existe L,M € L tels que Lvyg = z et ‘Mwy = y. Maintenant, toute
matrice de rang 1 s’obtient comme produit x'%, ot z,y € V — {0}. Mais:

I'tg = L’UO t”UjoM c ,C

ou on utilise la stabilité par produit matriciel. Comme FE est engendré par les matrices de rang 1,
par exemple les Ej ,, on a L = F.



