10.

. Questions de cours

(a) L’existence de dérivées partielles continues en un point implique 'existence de la différentielle en ce
point.

(b) Enoncé du théoréme des fonctions implicites et interprétation géométrique.

(¢) Théoreme de Schwarz
Différentielle de ’inversion
On note Gi,,(R) I'ensemble des matrices n x n inversibles. Prouver qu’il s’agit d’un ouvert. Montrer que
I'application M +— M~! de GI,,(R) dans Gl,,(R) est différentiable, et calculer la différentielle.
Différentielle du déterminant
Montrer que l'application définie par det : M, (R) = R M — det M est C* et calculer sa différentielle.
Recherche d’extrema
Etudier les extrema relatifs, puis les extrema absolus de la fonction :
fiRP=R (zy) = at +y* =2z —y)*
Principe du maximum
Soit f : R™ — R une fonction de classe C?. On définit le laplacien de f par Af =Y | %. On note D
la boule unité ouverte de R™ et D la boule unité fermée de R™. '

(a) Si Af(x) > 0 pour tout x € D, montrer que pour tout x € D, f(x) < max),|=1 f(y)-

(b) Si Af(z) =0 pour tout x € D (on dit alors que f est harmonique), montrer que:

Vo € D, min f(y) < f(z) < max f(y).
llyll=1 llyll=1

Théoréme de Rolle
On note S la sphere unité de R, et f : R™ — R une fonction différentiable constante sur S. Montrer
Pexistence de zg € R”, ||zo]| < 1, tel que df,, = 0.

Soit f : R™ — R™ une fonction de classe C' telle que 'application ¢ = f — Idgn est k-contractante.
Montrer que f est un C!-difféomorphisme.

Soit N une norme sur R” telle que x — N?(zx) soit de classe C? sur R™. Montrer que N est une norme
euclidienne.

Soit f : R — R de classe C! vérifiant Vt € R, |f'(t)] < k < 1. On définit F : R? — R? par F(x,y) =
(x — f(y),y — f(x)). Montrer que f est un C!-difféomorphisme de R? dans R2.
Soit Papplication f:R? =R (z,y) ~ siny + zy* + 22,
(a) Montrer qu'il existe deux voisinages ouverts U et V de 0 dans R et une fonction: ¢ : U — R de classe
C® tels que pour tout x € U, ¢(x) est 'unique solution y € V' de I’équation f(x,y) = 0.
(b) Donner un développement limité & I'ordre 10 de ¢ au voisinage de 0.



