1. Questions de cours
(a) Théoreme de Dirichlet
(b) Théoréme de Parseval
(c) Série trigo qui converge normalement

2. Calcul de sommes
Soit f : R — R la fonction 27 périodique égale & 1 — 22 /7% sur [—m,7]. Calculer les coefficients de Fourier

X1 X =1
de f En dedulre: Z ﬁ, Z m et Z F
n=1 n=1 n=1
3. Séries de Fourier et équations différentielles
cos(nx)

m. Montrer que S est C? et

On désigne par S la somme de la série de fonctions wu,(z) = (—1)"
vérifie sur [—m,7]:
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En déduire la valeur de S.
4. Quelques exercices en vrac
(a) Montrer de 2 fagons différentes que si f est C! 2w-périodique, ses coefficients de Fourier tendent vers
0 a linfini.
(b) Si en outre f est C°°, montrer que ses coefficients de Fourier sont & décroissance rapide (ie Vp >
0, en(f) = 0(57))-
(c) On suppose que f est C! et 0277 f(t)dt = 0. Montrer que: fo t)|2dt < f (t)|%dt.
5. D’apres Capes 97
Soit x € R* fixé. On consideére la fonction 27— périodique f tel que, t €] — m,1] = f(t) = ch(xt).
(a) Montrer que f est paire, continue et ct par morceaux.
(b) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

(c¢) Justifier I'égalité entre f et la somme de sa série de Fourier. En écrivant cette égalité pour ¢ = m,
montrer que, pour tout x € R*, on a:
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(d) On rappelle que VN € N, VX # —1, on a: Z DEXF 4+ )N+11+—X En appliquant
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6. On appelle F 'ensemble des fonctions continues et 2m-périodiques de R dans R, f fixé dans E, et
I’application définie sur F par:

Vg€ E,Vz e R, Qg)(x) = j flx—t)g(t)dt

Montrer que €2 est un endomorphisme de E et déterminer son spectre ainsi que ses sous-espaces propres.



7. Holomorphie implique analycité
Soit © un ouvert non vide de C. Soit F : © — C une fonction C-dérivable (ie Vzo € Q, f'(20) =
L ()~ f(z0)
Z—20 Z— 20
Sa la distance de a & C — Q. Soit 7 €]0,6,[. On introduit ¢ : R — C ; 6§ — f(a + re®?).
(a) Calculer les coefficients de ¢,.
(b) En déduire I'existence d'une suite (a,) € CN|Vz € D(a,0,), f(2) = 305 an(z — a)”
8. Théoreme de Bernstein sur les séries de Fourier
Soit f : R — C une fonction 2r— périodique. On suppose que :

existe), et on suppose en outre que la fonction f’ est continue. Soit a € €, on note

Ja €]0,1], 3C > 0, Y(u,w) € R%, | f(u) — f(v)] < Clu —v|*

(une telle fonction est dite a-hdlderienne).
(a) Calculer 5= [ |f(z 4+ h) — f(z — h)|*da.
(b) On pose p,, = (e ()2 + |c_n(f)]?)/2. Prouver la majoration :

(0%

" cC
21/—1 <n§2”
(¢) Sia > 1/2, montrer que la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R.
9. Formule sommatoire de Poisson

(a) Soit F : R — R une fonction intégrable et continue. On définit sa transformée de Fourier par:

N 1 )
F(z) = — t)e "' dt. On suppose que:

@ =—= [ 10 ppose q

i 3M>0,3a>1/Vz e R |F(z)| < qyhpe

n=+oo +oo )
Y F(n)=v2r Y F(2mn)
“+oo
Montrer qu’on a alors la relation : Z =2 Z (27mn).
(b) On rappelle que [, e=*" = \/m. Calculer, pour z € C, Iz e e dy = Jre?’ /4.

n=4oo

(c) Soit e >0, g=e"%, 6 €R. On pose S(q,0) Z q" *e2mind \ontrer que:

o= [ e (o)

n=—oo
(d) Application probabiliste : On considére un dé pipé, la probabilité d’apparition de la face 1 étant 1 — q.
On considere deux joueurs A et B, A lance le dé une fois, B lance le dé 3 fois, A lance le dé 5 fois,...
Le premier qui gagne est celui qui tire un 1. Est-il possible de piper le dé de sorte que A et B ont la
méme chance de gagner??



10. Résolution de 1’équation de la chaleur
Soit @ =]0,L[x]0, + co[. On cherche u € C°(Q) N C>(Q) vérifiant :
. Ou  O%u B
Yot 0a?
it w(0,t) =u(L,t) =0, tel0,+ oo

i u(x,0) = h(z), =€ [0,L], hec(0,L[)NC([0,L]), h(0) = h(L) = 0.

(a) Chercher des solutions a i et ii sous la forme u(z,t) = f(z)g(t).
(b) En déduire existence d’une solution & 1’équation.

(c) Principe du maximum: Soit u une solution de 1'équation, 7' > 0. On pose K = [0,L] x [0,T]. Montrer
que: SUpy U = SUP g () U

(d) En déduire I'unicité de la solution & I’équation.



