5. Soit u,, = =)

. Questions de cours

(a) Théoreme de Rolle
(b) Inégalité de Holder
(¢) Sommation des relations de comparaison
Soit (uy,) une suite vérifiant :
Uo E]O,g] , VY nEN  upi1 = sin(uy).

Etudier la convergence de (u,), et en donner un équivalent asymptotique & deux termes.

Algorithme de trichotomie

Soit I = [a,b], ¢ < d€]a,b] et f : I — R une fonction convexe. Montrer que la connaissance de f(a), f(b), f(c),
f(d) permet d’affirmer que f atteint son minimum en un segment J & I que l'on précisera. En déduire un
algorithme pour trouver le minimum d’une fonction convexe.

Soit P(X) =ag+ ...+ a, X", Q(X) deux polynémes scindés sur R. Montrer que ao@ + ...+ anQ™ est

scindé sur R.
n.n!

T (atmy - Montrer que > u, converge ssi a > 2.

6. Polynémes lacunaires

10.

Soit P un polynéme de R[X]|,P = a, X" + ... + ao.
(a) Montrer que si P a r racines réelles (comptées avec leur multiplicité), alors P’ a au moins (r — 1)
racines réelles. Que dire si P est scindé?
(b) On suppose: Ip > 1/an—1 = ... = an—p =0, an_p—1 # 0 (on dit que P présente une lacune d’ordre
p). On suppose en outre que P est unitaire. montre que:
— Si p est pair, P admet au plus n — p racines réelles (comptées avec leur multiplicité).
— Si p est impair et a,—p—1 > 0, P admet au plus n — p — 1 racines réelles (comptées avec leur
multiplicité).
— Si p est impair et a,—p—1 < 0, P admet au plus n — p + 1 racines réelles (comptées avec leur
multiplicité).
Soit f:R —R C2. On suppose f et f” bornées. Montrer que || f|loc < vV2v/[flloollf"loo-
Soit f : Rt — R une fonction convexe.
(a) Montrer que | = lim,_, 4o @ existe.
(b) On suppose que [ € R. Montrer que lim,_. 1, f(z) — lz existe.
Soit (u,) une suite décroissante qui converge vers 0. Montrer que les séries de termes généraux wu, et
n(tn — Up41) sont de méme nature. Comparer leur somme dans le cas de la convergence.
Soit Y u, une série réelle positive, ug > 0. Etudier les séries > v, et > w, ou:
Up, Up,

Vp = Sn, Wy = (Sn)oz

n
, avec S, = E ur et aeR.
k=0



