Exercices - Théoremes limites : corrigé

DIVERSES NOTIONS DE CONVERGENCE

Exercice 1 - Une suite de variables aléatoires - ECS/L3 - %

1. On remarque que f, est positive et continue. De plus, pour tout x > 0,

T T 1
/ Fu()dt = / ntexp(~n?f [2)dt = [~ exp(~n/2)] =1~ exp(~ne?/2)
—00 0
Faisant tendre x vers +o00, on en déduit que
+oo
| s =1,
—o
ce qui achéve de prouver que f,, est une densité de probabilité.
2. Soit € > 0. On a

P 2e) = [ nltesp(-n
nl>e) = n“texp(—n“t‘/2)
£

= [—exp(—n2t2/2)}:oo
= exp(—n2e?/2).

Lorsque n — 400, ceci tend vers 0. On en déduit que (X,,) converge en probabilité vers

la variable aléatoire nulle (X = 0).

Exercice 2 - Maximum de lois uniformes - L3/ECS - »x

1. On commence par déterminer la fonction de répartion de M,,. Puisque M, est & valeurs
dans [0, 1], il est clair que si x <0, ona P(M, <z)=0etsiz>1,ona P(M, <z)=1.

Prenons maintenant = €]0, 1[. Alors :
M, <z < Vie{l,...,n}, X; <uz.

Puisque les variables aléatoires (X;)i1<i<n sont indépendantes, on en déduit que

P(M, <z)=][P(X; <z)=a"
=1

Pour obtenir la fonction de répartition de X,,, on remarque que

X
Xn<z <= M, >1——,
n

d’ou
P(Xngx)—l—P<Mn§1—x).

n
De plus,
1—£e[0,1] <= z € [0,n].
n
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On en déduit que la fonction de répartition de (X,,) est donnée par

0 siz <0
Fx,(z)=¢ 1-(1-5)" si0<z<n
six > n.

2. On va étudier, & z fixé, la limite de Fx, (X). D’abord, pour x < 0, il est clair que
lim,, F'x, (x) = 0. Maintenant, pour x > 0, dés que n est assez grand, on a x < n et donc

Fy (z)=1- (1 - ”C)n

n

Or, en passant a I’exponentielle, on sait que

n
lim (1 - a:) =e .
n—-4o0o n

On en déduit que Fx, () tend vers F(z) défini par

0 sixz <0
F(ac)—{ 1—e™® siz>0.

On en déduit que (X,,) converge en loi vers la loi exponentielle de parametre 1.

Exercice 3 - Convergence en loi pour une suite de variables a densité - FCS2/L2 -
*

1. f, étant continue et positive, elle sera une densité de variable aléatoire si et seulement si

+oo
/ fn(x)dz = 1.
—0oQ
Or,
+oo an a a
/ ——dz = — [arctan(nz)| TP = = x 7 = a.
oo (14 n2z?) m m
fn est donc une densité de variable aléatoire si et seulement si a = 1.

1 s s . .. .

2. On a 2fy(z) ~yo0o —— dont I'intégrale est divergente au voisinage de +oo, et qui est une

fonction positive. Ainsi, la variable aléatoire X,, n’admet pas d’espérance, ni aucun autre
moment.

3. Notons F}, la fonction de répartion de X, définie par

F,(x) = /x fa(t)dt = 1 (arctan(n:v) + W) :
— 0o T 2
Si z < 0, arctan(nx) — —7/2, et donc Fy,(z) — 0. Si x > 0, arctan(nxz) — 7/2 et donc
F,(z) — 1. Soit maintenant X une variable aléatoire identiquement nulle. Sa fonction
de répartition Fx vérifie Fx(z) = 0si x < 0 et Fx(z) =1 si > 0. Autrement dit, en
tout point de continuité de Fy, la suite (Fj,(x)) converge vers Fx(z). C’est exactement
la définition de la convergence en loi de la suite (X,,) vers X.
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AUTOUR DE L'INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBICHEV

Exercice 4 - Une variante de I’inégalité de Markov - version L2/ECS - L2/ECS -
*ok

1. On va copier la preuve de l'inégalité de Markov. En effet, on écrit

P(X >Xm) = /:OO f(z)dx

m

—+00 T
< /W o f(@)da

1 [+ .
<
_m/0 f (z)dx
< —1 X m
- m

1
< -,
= A

2. On remarque que

F(Q)IP(XSq)zP(Xgqu)zlP(szxq>21m
m m q

d’apres la question précédente. Or, on sait que F'(¢) = 3/4. On en déduit bien que ¢ < 4m.

Exercice 5 - Une variante de 1’inégalité de Markov - version L3 - L3 - %*
On va copier la preuve de 'inégalité de Markov. En effet, on écrit

P(X > m) = A " dPy ()

Y v
< -
< /Am Py (2)
1 —+o0 dP
< -
< Am/o +dPx (x)
< L wm
- Am
1
< —,
- A

THEOREME CENTRAL LIMIT

Exercice 6 - Fournisseur d’acces - Deuziéme année -

1. X compte le nombre de succes lors de la réalisation de 5000 épreuves aléatoires indépen-
dantes, dont la probabilité de réalisation de chacune est 0,2. X suit donc une loi binomiale
B(5000,0.2). Son espérance vaut 5000 x 0,2 = 1000, sa variance 5000 x 0,2 x 0,8 = 800.
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2. On est dans les conditions d’application du théoréeme Central-Limit (ou du théoréme de
De Moivre-Laplace).

3. On cherche N tel que P(X > N) < 0,975. Mais on a :

X>N & Y > w
/800
On en déduit, en notant ¢ la fonction de répartition de la loi normale :
P(X>N)<0,025 <= P (Y > N—lOOO) < 0,025
/800
N — 1000
— 1—-¢(————]<0,025
¢ ( /800 ) N
N — 1000
= ————] > 0,975 > ¢(2
¢< /800 ) B o(2)

Cette condition sera réalisée dés que :

N — 1000
— > 2 «<— N > 1057.
/800
Il faut installer pouvoir gérer au moins 1057 connexions simultanées - ce qui est finalement
assez peu!

Exercice 7 - La cantine! origine - Deuziéme année - x
On note X la variable aléatoire correspondant au nombre d’éléves choisissant la premiere
salle. Alors tous les éléves trouvent une place si X < N et si 500 — X < N, soit

500 — N < X < N.

De plus, X suit une loi binomiale B(500, p). On a 500 > 30 et nx 1/2 x (1 - %) > 5. On est donc

dans les conditions oll on peut approcher la loi de X par la loi normale N/ (500 X %, 1/500 x % X %)
ie N'(250,+/125). Posons

X —250
V125
On peut considérer que Y suit une loi normale N(0,1), et on cherche N tel que
500 — N — 250 N — 250
— <Y <———) >0,99.
< V125 - T V125 ) B
Or,
(500—]\7—250 <y < N—250> B P<250—N <y < N—250>
V125 - T /125 V125 T T /125
B ¢(N—250) _¢<250—N>
B V125 V125
N — 250
— 2 =)
¢ ( V125 )
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ou ¢ désigne la fonction de répartition de la loi normale N(0,1). On cherche donc N tel que
é (N — 250 N — 250
V125 V125

. PR N—250 , NP N
Ceci est vérifié des que 125 > 2,575, c’est-a-dire des que N > 279.

Exercice 8 - Saturation de standard - Deuziéme année - *x

On note N le nombre de lignes installées, et X le nombre d’employés qui téléphonent a
Pinstant ¢. On cherche N tel que P(X > N) < 0,025. La probabilité pour qu'un employé
téléphone a l'instant ¢ est 6/60 = 1/10. Les appels des employés étant supposés indépendants,
X suit la loi binomiale B(300,1/10). L’espérance de X vaut 30, et 1’écart-type /27. Posons
X* = X230 Par le théoreme Central-Limit, on peut considérer que X suit la loi normale

V27
N(0,1). On note ¢ la fonction de répartition de la loi normale. On a :

)—120,99:» ¢< >20,995:¢(2,575).

N — 30
V27

N —30
1— < 0,025
¢( V27 )_

N —30
¢ (m) > 0,975 = ¢(1, 96)

N—30 | g6
V27
N > 41.

P(X >N)<0,025 <= P(X*Z )§0,025

re 11

Il faut installer au moins 41 lignes!

Exercice 9 - Surréservation aérienne - Deuziéme année - *x

1. S, compte le nombre de succes de réalisations de n expériences aléatoires, la probabilité
de succes de chacune étant 9/10. On en déduit que S, suit une loi binomiale B(n,9/10).
En utilisant les formules du cours, on a :

E(S,) =0,9n et V(S,) = 0,09n.
_ S5,—09n }
2. On note Y,, = NENCE Remarquons que

1000
S, <300 <= Y, < — — 3/n.
vn

Le théoréme central limite justifie que ’on peut approcher la loi de Y,, par la loi normale
réduite A/(0,1). On note ¢ la fonction de répartition de la loi normale. On a approxima-
tion :

1000
NG

Or, une table de la loi normale nous dit que :

) =a (90-05)

P(Yng NG

6(2,4) > 0,99.
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La fonction de répartition étant croissante, il suffit que :

1000 — 3n > 9.4
NG

On obtient I'équation :
—3n — 2,4y/n + 1000 > 0.

En posant = y/n, on a une fonction du second degré & étudier (trouver le plus grand x
pour lequel elle est positive), ce qui a ce stade ne devrait plus poser trop de problémes.
Le plus grand n pour lequel cette quantité est positive est 316.
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