Exercices - Probabilités conditionnelles et indépendance :
corrigé

PROBABILITES CONDITIONNELLES

Exercice 1 - CD-Rom - Deuziéme année - %

1. L’énoncé donne directement P(A) = 0,05, d’ou P(A°) = 0,95, P(D|A) = 0,6 et P(D¢|A¢) =
0,98. On en déduit :
P(D°|A)=1—- P(D|A) =0,4
P(D|A®) =1— P(D°|A°) =0,02.
D’apres la formule des probabilités totales :
49
P(D)=P(A)P(D|A) + P(A°)P(D|A°) = 1000°
2. On obtient P(A|D) grace a la formule de Bayes :
P(AND)  P(D|A)P(A) 30

P(AID) = P(D) ~ P(D) 49

Exercice 2 - QCM - Deuziéme année - %
On note :
B = {L’étudiant donne la bonne réponse}

C = {L’étudiant connait la bonne réponse} .
On cherche P(C|B), et I’énoncé donne :

P(C) = p, P(BIC) =1, P(B|C*) = %

D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(B) = P(C)P(B|C) + P(C)P(B|B*) = (m_lm)p“.
D’apres la formule de Bayes :
_ PBIC)P(C) _ mp
P(C1B) = P(B)  1+(m-1)p

Exercice 3 - Dé pipé - Deuxiéme année -
On note D I’événement : "le dé est pipé", et S 'événement : "on obtient 6". L’énoncé donne
P(D) =25/100 et P(S|D) =1/27 La formule de Bayes nous permet de calculer P(D|S) :

_ P(D)P(S|D)
P(DIS) = P(D)P(S|D) + P(D)P(S|D)
Comme on a P(D) =1— P(D) =3/4 et P(S|D) = 1/6, on obtient finalement :
1

P(DIS) = ;.

Exercice 4 - Piéces défectueuses - Deuxiéme année - x
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1. On note A I’événement "la piece est acceptée par le contrdle", et B I’événement "la piece
est bonne". L’événement F "Il y a une erreur au contréle" se décompose en ANB et ANB.
Ces deux derniers événements sont incompatibles, on a donc :

P(E)=P(ANB)+ P(ANB).

0, 02.

Maintenant, P(ANB) = P(A[B)P(B). Or, P(B) = 0,05, et P(A[B) = 1-P(A|B) =
0,04. On

De méme, on a P(AN B) = P(A|B)P(B) et on a P(A|B) = 1 — P(A|B) =
obtient finalement :
P(E) = 0,95 x 0,04 + 0,05 x 0, 02.

2. Dans cette question, on cherche P(B|A) alors que I'on connait les probabilités condition-
nelles sachant B. Ceci nous invite a utiliser la formule de Bayes.

P(B)P(A|B)
P(B)P(A|B) + P(B)P(A|B)
0,05 x 0,02 1

— _—_~0,001.
0,95 x 0,96 + 0,05 x 0,02 913

P(B|A)

Exercice 5 - Compagnie d’assurance - Deuziéme année -

1. On note A I’événement "avoir un accident dans ’année". Comme les trois classes R1, Ry et
R3 réalisent une partition de la population. On peut appliquer la formule des probabilités
totales :

P(A) = P(A[R)P(Ry) + P(A[R2)P(Rs) + P(A|R3) P(R3)
= 0,05%0,2+0,15x0,5+0,3 x 0,3
= 0,175.

2. On cherche la probabilité d’étre dans R; sachant qu’on n’a pas eu d’accident, c¢’est-a-dire
la probabilité P(R;|A). La formule de Bayes donne :

P(RHZ) = W

La probabilité P(A) se calcule par la formule P(A)
P(A|Ry) = 0,95. On obtient finalement :

1—P(A), tandis que I’énoncé donne

0,95 x 0,2

P(lA) =5 — P(A)

=0,23.

Exercice 6 - Sauts de puce - L2/ECS - xx

1. (a) Par définition, on a uy = 1 (le processus commence en 0, il s’arréte immédiatement,
en 0), et uny = 0 (le processus commence en N, il s’arréte aussitot, en V).
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(b) On note A I’événement : "Partant de a, le processus s’arréte en 0", B I’événement :
"Partant de a a l'instant 0, a 'instant 1, la particule est en a+1", et C' ’événement :
"Partant de a a l'instant 0, a 'instant 1, la particule est en a — 1". Par la formule
des probabilités totales :

P(A) = P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C).

Maintenant, puisqu’on part a l'instant ¢ = 0 de a, on a P(B) = p et P(C) = q.
D’autre part, si la particule est a l'instant 1 en a + 1, la probabilité que le processus
s’arréte en 0 vaut ug4+1. On a donc : P(A|B) = ug41, et de méme P(A|C) = uq_1.
On en déduit la formule de récurrence :

Ug = PUg+1 + qUg—1-

(¢) Pour a allant de 1 & N — 1, la suite (u,) vérifie la formule de récurrence :

1
Ug+1 = —Ug — —Ug—1-
p p

L’équation caractéristique de cette récurrence est :

1
7"2—77“4—?:0.

p p

Cette équation du second degré admet deux solutions distinctes,

leletrgzg
p

(remarquer ici I'utilisation de I'hypothése p # 1/2 qui permet d’affirmer que les deux
racines sont distinctes). Il existe donc des réels A\ et p tels que, pour tout a dans

{0,..., N}, on ait :
q a
ua:)\—i—u() .
p

Utilisant que ug = 1 et uy = 0, on obtient :

2. Le méme raisonnement prouve que :
Vg = PUgt+1 + qUq—1-
La résolution de cette récurrence donne :

p PV (q\*
Va=-—§N N T x§ N() :
qg’ —Pp p

3. On vérifie aisément que u, + v, = 1. Ceci signifie que, presque slirement, le processus va
s’arréter.
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INDEPENDANCE D’EVENEMENTS

Exercice 7 - Circuit électrique - Deuxiéme année - %

1. On procede en deux temps. D’une part :
P((AUB)UC)=PAUB)+ P(C)—P((AuB)NC).
Mais,
P(AuB)NC)=P(AnC)u(BNC))=P(ANC)+P(BNC)—-PANBNC),

et
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

On appelle aussi ceci la formule du crible de Poincaré, elle se généralise avec plusieurs
événements par récurrence.

2. On note F; I’événement : “le circuit C; fonctionne”. Par hypothese, les événements F; sont
mutuellement indépendants. Il faut calculer pour le premier cas P(F; N Fy N F3), pour le
second P(F; U Fy U F3), et pour le troisieme P(Fy N (Fy U F3)). On a :

(a) Par indépendance des événements :
P(F1 N FyN F3) = pip2ps.
(b) D’apres la formule précédente, et par indépendance des événements :
P(Fy U F2 U F3) = p1 + p2 + p3 — pip2 — p1p3 — P2p3 + P1p2ps.
(¢) L’événement F; U Fy est indépendant de C7. On a donc :
P(CiN(CyUCy)) = P(Cy)P(C2UCs) = P(Ch)(P(C2) + P(C3) — P(CoN C3))

soit
P(C1 N (C2UC3)) = p1 (p2 + p3 — p2ps3) -

Exercice 8 - Indépendance et contexte - Deuziéme année - %

1. On a:
A=1{2,4,6,8,10,12}

B =1{3,6,9,12}
ANB = {6,12}.

On a donc P(A) =1/2, P(B) =1/3 et P(ANB) =1/6 = P(A)P(B). Les événements A
et B sont indépendants.
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2. Les événements A, B et AN B s’écrivent encore exactement de la méme fagon. Mais cette
fois,ona: P(A) =6/13, P(B) = 4/13 et P(ANB) = 2/13 # 24/169. Les événements A et
B ne sont pas indépendants. C’est conforme a l'intuition. Il n’y a plus la méme répartition
de boules paires et de boules impaires, et dans les multiples de 3 compris entre 1 et 13, la
répartition des nombres pairs et impairs est restée inchangée.

Exercice 9 - Indépendance impossible - Deuziéme année - xx

Supposons qu’il existe A et B deux événements non triviaux indépendants. On note m le
cardinal de A et n le cardinal de B. On a donc P(A) = m/p et P(B) = n/p. Puisque A et B sont
supposés indépendants, et toujours parce que le modele adopté est celui de I'équiprobabilité,

on a :
mn

card(ANB)=px P(ANB) = —.
p
Puisque le cardinal est un entier, p divise le produit mn, et par le théoreme de Gauss, il divise
I'un des deux, disons n. D’autre part, puisque n < p, ceci n’est possible que si n =0 ou n = p.
Autrement dit, seulement si A est ou I’événement certain, ou I’événement impossible, ¢’est-a-dire

un événement trivial.

Exercice 10 - Indicatrice d’Euler - L2/L3/Master Enseignement - xxx

1. On sait que x est premier avec n si et seulement si aucun des diviseurs premiers de n ne
divise . On a donc :
p— c ... c
B=A, Nn---NA.

2. Il suffit de calculer le cardinal de A,,. Mais si n = km, alors les multiples de m qui sont

inférieurs ou égaux a n sont m, 2m,...,km. On a donc
Eoo1
P(Ay,)=—=—.
n m
3. Soit i1 < --- < iy, des entiers distincts choisis dans {1,...,7}. On doit prouver que

P(Apil)"'P(Apim) :P(Apil m"'ﬂApz‘m)'

Mais,
AR |
P(Ay,)...P(Ap, ) =[] —
j=1Pij
D’autre part, puisque p;,,...,p;,, sont premiers entre eux deux a deux, un entier est
multiple de p;, ...p;,, siet seulement s’il est multiple de chaque p;;, j =1,...,m. On en

déduit que
Apil M---N APim = APilmpim?

soit 1
P(Ap, N NA, )= m,
ce qui prouve le résultat voulu.
4. Les événements A7 ,..., A7 sont également indépendants. On en déduit que
r r 1
HEZHPWQ:H@—)
i=1 i=1 Pk
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5. Un élément = de Z/nZ, x = 1,...,n, est inversible si et seulement s’il est premier avec n.
On a donc
n

n
ce qui, grace a la question précédente, donne le résultat voulu.

PROBLEMES OUVERTS

Exercice 11 - Tests de dépistage - Deuziéme année - %

Les chiffres donnés ont 'air excellent, mais ils donnent l'inverse de ce que 'on souhaite.
Le probleme est plutot le suivant : si une personne a une réponse positive au test, est-elle
malade ? C’est la formule de Bayes qui permet de remonter le chemin. Précisément, on note M
I’événement “La personne est malade”, et T I’événement “le test est positif”. Les données dont
on dispose sont P(M) = 10~4, P(T|M) = 0,99 et P(T|M¢) = 0,001. On cherche P(M|T). La
formule de Bayes donne :

P(T|M)P(M)
P(TIM)P(M) + P(T|M¢)P(M¢)
1074 x 0,99
10—% x 0,99 + 10—3 x 0,9999
~ 0,09.

P(M|T) =

C’est catastrophique! La probabilité pour qu'une personne positive au test soit effectivement
malade est inférieure & 10%. Le test engendre donc beaucoup de faux-positifs (personnes posi-
tives au test, mais non malades). C’est tout le probleme des maladies assez rares : les test de
dépistage doivent étre extrémement fiables. Remarquons par ailleurs ici une bonne illustration
du vieil adage des statisticiens : on peut faire dire n’importe quoi aux chiffres, cf le laboratoire
pharmaceutique !

Exercice 12 - Menteur! - Deuziéme année - xx*

Soit x la proportion de tricheurs dans la population. On note respectivement P, F, H,T
les événements “le joueur obtient pile”, “le joueur obtient face”, “Le joueur est honnéte”, “le
joueur est un tricheur”. Il semble raisonnable de convenir que P(P|H) =1/2 et P(F|H) =1/2
et P(P|T) =1 (un tricheur fait vraiment ce qu’il veut !). On cherche donc P(T'|P). De la formule
de Bayes, on déduit :

P(P|T)P(T) B T 2
(PIT)P(T) + P(P|H)P(H) x+1/2(1—-2) ax+1

P(T|P) =
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