EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

Exercice 1 - Vrai/Faux - L2/Math Spé - x
Soit ( f,,) une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f sur un intervalle
1. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1. Si les f,, sont croissantes, alors f aussi.

2. Si les f, sont strictement croissantes, alors f aussi.
3. Siles f,, sont périodiques, alors f aussi.

4. Siles f,, sont continues en a, alors f aussi.

Reprendre ’exercice en remplagant la convergence simple par la convergence uniforme.

CONVERGENCE DE SUITES DE FONCTIONS

Exercice 2 - Premiéres études de convergence uniforme - L2/Math Spé - x
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (f,,) sui-
vantes :

L fo(x) =142+ - +2" L sur ] — 1,1, puis sur [~a,a] avec 0 < a < 1.
2. fu(z) = na™In(x), f,(0) =0, sur [0, 1].

3. fo(z) = e ™ sin(2nx) sur RT puis sur [a, +oo[, avec a > 0.

Exercice 3 - Avec paramétre - L2/Math Spé - x

Soit a > 0. On définit la suite de fonctions (f,,) sur [0, 1] par f,,(x) = n%"(1—x). Montrer que
la suite (f,) converge simplement vers 0, mais que la convergence est uniforme si et seulement
sia<1.

Exercice 4 - - L2/Math Spé - x
On pose fn : z+— ne~"'**, Etudier la convergence simple de (f,,) sur R. Montrer la conver-

gence uniforme sur [a, +-00[, avec a > 0. Etudier la convergence uniforme sur ]0, +oo|.
Exercice 5 - Etude qualitative - L2/Math Spé - +x
2TL
Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(z) = ﬁ:nm?

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.

2. Calculer I,, = fol fn(t)dt et limy, 1 oo I,. En déduire que la suite (f,,) n’est pas uniformé-
ment convergente sur [0, 1].

3. Donner une démonstration directe du fait que la suite (f,,) ne converge pas uniformément
sur [0, 1].

Exercice 6 - Exemples plus difficiles - L2/Math Spé - »x
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (fy,) sui-
vantes :

L. fu(z) = % sur Ry ;

2. fn(x) =sin"z cos x sur R.
Exercice 7 - - L2/Math Spé - xx

(n—1)z

Soit fp(z) =e =n
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EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

1. Etudier la convergence simple de (f,).
2. Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle | — oo, b].

3. La convergence est-elle uniforme sur R 7

Exercice 8 - Une belle bosse - L2/Math Spé - xxx
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,,) de fonctions définies
sur Ry par :

n
fo(z) = (1 - :r) pour z € [0,n], et 0 ailleurs.
n

Exercice 9 - Suite récurrente - L2/Math Spé - xxx
On définit une suite de fonctions f,, : [0,1] — R par fo = 0 et, pour tout n € N et tout
xel=10,1],

Jrnt1(z) = fo(z) + % (a: — (fn(x))Q) .

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur I vers la fonction z — /z.

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1,
0<Vz = fori(z) = Va(l — Vo)™

3. En déduire que la convergence est uniforme sur I.

CONVERGENCE DE SERIES DE FONCTIONS

Exercice 10 - Exemples et contre-exemples - L2/Math Spé/Agreg interne - x
Pour z > 0, on pose un(z) = 577
1. Montrer que la série Zj{i’i uy converge simplement sur R, .

2. Montrer que la série Z:{i’i u, converge uniformémement sur tout intervalle [0, A], avec

A>0.
3. Vérifier que, pour tout n € N, Zi’;nﬂ nQLJer > %
4. En déduire que la série 3_, . u, ne converge pas uniformément sur R..
5. Montrer que la série 3.7°9 (—1)"u,, converge uniformément sur R
6. Montrer que la série 372 (—1)"u,, converge normalement sur tout intervalle [0, A], avec

A > 0.

7. Montrer que la série 3,79 (—1)"u, ne convergence pas normalement sur R

Exercice 11 - CSSA - Math Spé/L2 - x
Soit up(z) = (—1)"In (1 + ﬁ) défini pour x > 0 et n > 1.
1. Montrer que la série }_,, - up converge simplement sur R.
2. Montrer que la série ), ~; u, converge uniformément sur R.

3. La convergence est-elle normale sur Ry 7
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EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

Exercice 12 - Uniforme non normale - Math Spé/L2 - xx
re
Inn °

nx

On considere la série de fonctions >, - U, avec u,(r) =
. Démontrer qu Uy converge simplement sur R .
1. Démontrer que ), -4 u, converge simplement sur R
2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R.

3. Pour x € Ry, on pose R,(x) = > k5,11 uk(z). Démontrer que, pour tout x > 0,

—x

0= Bale) < i —e oy

et en déduire que la série converge uniformément sur R, .

Exercice 13 - Suite et séries - L2/Math Spé - %

Soit ¢ : [0, +0o[— R une fonction continue et bornée telle que g(0) = 0. On considere la

suite de fonctions définie sur [0, +oo[ par f,(x) = g(x)e ",

1. (a) Etudier la convergence simple de la suite.
(b) Montrer que la suite converge uniformément sur tout intervalle [a, +o00[, avec a > 0.

(c) On fixe £ > 0. Montrer que 'on peut choisir a > 0 tel que |f,(z)| < € pour tout
x € [0,a] et pour tout n > 1. En déduire que la suite converge uniformément sur
[0, +o0l.

2. On considere la série de fonctions Y, ~q g(z)e™".

(a) Démontrer qu’elle converge simplement sur [0, +oo[ et normalement sur tout inter-
valle [a, +oo[ avec a > 0.

(b) Démontrer 1’équivalence entre les deux propositions suivantes :

(i) la courbe représentative de g est tangente a ’axe des abscisses a 'origine;

(ii) la série de fonctions 3°,~q g(z)e™"* converge uniformément sur [0, +oo[.

Exercice 14 - Transformation d’Abel - Math Spé/L2 - >k
. in6
Soit up(0) = e\/ﬁ
1. Montrer que Y-, ~; un(f) converge uniformément sur tout intervalle [a, 27 — a], avec a €
10, 7[.
2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0,27] (on pourra utiliser la théorie
des séries de Fourier et notamment le théoreme de Parseval).

ETUDE DE LA FONCTION LIMITE

Exercice 15 - Série alternée - L2/Math Spé - *

L DY o . —1)"
On considere la série de fonctions S(z) = 3729 %
1. Prouver que S est définie sur I =] — 1, 4o0[.

2. Prouver que S est continue sur I.

3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est croissante
sur [.

4. Quelle est la limite de S en —17 en 4007
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EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

Exercice 16 - Fonction zeta - L2/Math Spé - *x
On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction de la variable s € R définie par la formule
1
(s) = ot

n>1
1. Donner le domaine de définition de ( et démontrer qu’elle est strictement décroissante sur
celui-ci.
2. Prouver que ( est continue sur son domaine de définition.
3. Déterminer limg_, o C(S).

4. Montrer que pour tout entier £ > 1 et tout s > 0, on a

1 /k+1 dx 1
- < all
E R

1
s—1°

5. Démontrer que ( est convexe.

En déduire que ((s) ~1+

6. Tracer la courbe réprésentative de (.

Exercice 17 - Etude - L2/Math Spé - xx

x

Vn(z+n)

1. Montrer que la série de fonctions de terme général f,, est simplement convergente sur R .
On note f sa somme.

Pour x > 0 et n > 1, on pose f,(x) =

2. Montrer que la série de fonctions de terme général f, est normalement convergente sur
[0, M] pour tout M > 0. Est-elle normalement convergente sur R ?

3. Montrer que f est continue sur Ry et qu’elle est dérivable et croissante sur ]0, 4+o00].

n
1
4. Soitn > let xzg > n > 1. Montrer que f(z¢) > E /A En déduire que ligrrl f(z) = 4o0.
T—+00

5. Montrer que lim ——= =0.
rx—+oco I

Exercice 18 - Non-dérivabilité & droite d’une fonction limite - L2/Math Spé - %
On considere la série de fonctions 37, -, f;—:fg et on note f sa somme.
1. Quel est le domaine de définition de f 7
2. Montrer que f est continue sur R et de classe C* sur ]0, +oo].
3. On fixe A > 0.

(a) Justifier existence d’un entier N > 1 tel que

"o
1+n2—

™=

n=1

(b) En déduire qu’il existe § > 0 tel que, pour tout h €]0, J],

N —nh

e -1
E —— <A+ 1.
— h(1+ n?)
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EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

(c) Démontrer que f n’est pas dérivable en 0, mais que sa courbe représentative admet
une tangente verticale au point d’abscisse 0.

4. Déterminer la limite de f en 4o0.

Exercice 19 - Limite en +oco par comparaison & une intégrale - L2/Math Spé - xx
Soit la série de fonctions S(z) = 3,51 72755
1. Démontrer que S définit une fonction continue sur R.

2. Soit x > 0 et n > 1. Justifier que

n+1 T p T n T p
t < < ———=dt.
/n .’172 + t2 — .’172 + nZ — /n—l .’172 + t2

3. En déduire que S admet une limite en 400 et la déterminer.

Exercice 20 - Abel sans le dire - L2/Math Spé - »x
1
Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définies sur [—1, 1] par f,(t) = — ¢" sinnt.
n

1. Montrer que la série Y f,, converge simplement sur | — 1, 1].
2. Soit a €]0,1[.

(a) Montrer que la série Y f/ converge normalement sur [—a, a).
+oo
(b) En déduire que la fonction f = Z fn est de classe C! sur ] — 1, 1[ et montrer que,
n=1
pour z €] — 1, 1],

sinz + x cosx — 2

fi(z) =

tsint
1 —1t¢ cost

1—2xcosx+ 22

(c) Montrer que f(t) = arctan pour t €] — 1, 1[.

n
3. On pose pour tout n € N* et t € [—1,1], A, (¢) = Z tF sink t.

(a) Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € N* et t € [—1,1] on ait | A, (t)] < M.
(b) Montrer en écrivant t* sin(kt) = A(t) — Ap_1(t) que

z": mk:t

n

An(t)

n

1 Ag(t)
MEkD)

+o0
A (t
(¢) En déduire que la série Y, f,, converge simplement sur [—1, 1] et que f(t) = Z : k()

= k(k+1)
sur [—1,1]. Montrer que f est continue sur cet intervalle.
+o00

(d) En déduire les valeurs de Y  — sin 1 et de Z “sinn
n=1
Exercice 21 - Zeta alternée - L2/Math Spé - H**
. ) (_1)n+1
On considere la fonction p(z) = Z e

n>1
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EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

1. Quel est le domaine de définition de p?
2. Montrer que p est de classe C* sur son domaine de définition.
3. Démontrer que px admet une limite en +o00 et la calculer.
4. On souhaite démontrer que 1 admet une limite en 0.
(a) Démontrer que, pour tout z > 0, on a

—1+42u(z) = Z:(—l)”Jr1 <1 - 1) .

=1 n® (n+1)*
(b) En déduire que pour tout z > 0, on a

1
0< —1+2u(x) <1-

(c) Conclure.

Exercice 22 - Non-dérivabilité & droite d’une fonction limite - Oral Mines-Ponts -

*kk
Te T

Inn
. Etudier la convergence simple, normale, uniforme de cette série sur [0, +oo].

. On note S sa somme.

Soit la série de fonctions 37, -5 fn, avec fn(x) =

1
2. Montrer que S est de classe C* sur ]0, +o0].

3. Montrer que S n’est pas dérivable a droite en 0.
4. Montrer que, pour tout k, S(z) = o(z™*) en +oo.

PLUS TOPOLOGIQUE...

Exercice 23 - Convergence uniforme et fonctions bornées - L2/Math Spé -

Soit (f,,) une suite de fonctions bornées, f, : R — R. On suppose que la suite (f,,) converge
uniformément vers f. Montrer que f est bornée. Le résultat persiste-t-il si on suppose unique-
ment la convergence simple ?

Exercice 24 - Limite uniforme de polynomes - Math Spé - %%
Soit (P,) une suite de polyndémes qui converge uniformément sur R vers la fonction f.
Montrer que f est un polynome.

Exercice 25 - Convergence uniforme et composition - L2/Math Spé - »x
Soient I et J deux intervalles et (g,) une suite de fonctions de I dans J qui converge
uniformément sur I vers une fonction g. Soit f € C°(J,R) et (h,,) la suite définie par h,, = fog,.

1. Montrer que si J est un segment, alors la suite (h,) converge uniformément.

2. Que se passe-t-il si on ne suppose plus que J est un segment ?

Exercice 26 - Un théoréme de Dini - L3/Math Spé - xxx
Soit (fy,) une suite croissante (ie f, < fn+1) de fonctions continues sur un segment [a, b] qui
converge simplement vers une fonction f continue. En utilisant les parties K,, définies par

K ={z €la,b]; [f(z) = fulz)| = €}
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EXERCICES - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS : énoncé

pour € > 0 fixé, montrer que la convergence est en fait uniforme.

Exercice 27 - Lipschitzienne ou convexe - L3/Math Spé - xx*

1. Soient (o, 3) € R? avec v < 3, M > 0 et (f,)n>0 une suite de fonctions M-lipschitziennes
de [o, 8] dans R. Montrer que si (f,,) converge simplement vers une fonction f sur [«, 3],
la convergence est en fait uniforme.

2. Soient |a, b[ un intervalle ouvert, et (f,) une suite de fonctions convexes de I dans R qui
converge simplement vers f. Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur tout
segment inclus dans |a, b[.

THEOREME DE WEIERSTRASS ET APPLICATIONS

Exercice 28 - Polynémes de Bernstein et théoréme de Weierstrass - L2/Math Spé -
Hokk

Soit f une application continue de [0,1] dans C. Pour tout entier n > 1, on définit le
polynome B,, de degré n par :

Ba@) = Y (Z) oy (1),

0<k<n

On rappelle que la fonction f, continue sur [0, 1], est uniformément continue, i.e. pour tout & > 0,
il existe 7. > 0 tel que, pour couple (z,y) € [0,1]? vérifiant |z —y| < 7., ona: |f(z) — f(y)| < e.
On note par ailleurs M = supg<,<; | f(2)].

1. Pour z,y € R, donner une expression simple des quantités suivantes :

Z k(Z)xky”k et Z k(k—l)(Z)xky”k.

0<k<n 0<k<n
2. Pour z € [0,1], on pose rj(z) = (})a*(1 — 2)"~*. Montrer que
Z re(z) =1, Z krg(x) = nx, Z E(k — Dry(z) = n(n — 1)z2.
0<k<n 0<k<n 0<k<n

En déduire I’égalité :

Z (k —nz)*rp(z) = nz(l — z).

0<k<n

3. Montrer que pour tout = € [0,1], on a :

@) - Bu@)| < Y

0<k<n

k
f@) -1 (%)
4. Pour z € [0,1], on note J(z) = {0 < k <mn; |k —nz| < nn.}. Prouver que :

> | -1(5)

keJ(x)

ri(z).

re(z) <e.
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5. Prouver que :

k (k —nx)?
ke%)c f@)—f <n> ri(z) < 2M ke%)c Tngrk(:c),
puis que
k M
2 |f@ =1 <n> (@) < 2nm2”

keJ(xz)e

6. En déduire que la suite de polynémes B,, converge uniformément vers f sur [0, 1].

7. En déduire le théoréme d’approximation de Weierstrass : si f est continue sur [a, b], il
existe une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f sur [a, b].
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