Exercices - Systéemes différentiels linéaires : corrigé

Exercice 1 - Le plus facile des systémes différentiels - L2/Math Spé - x
D’abord, I'équation z” = 0 donne facilement z(t) = at + b, avec a et b des constantes.
Ensuite, on a
o =2" +iy =wy —iwr = —iwu.

On en déduit que u(t) = (¢ + id)e ™*. En prenant les parties réelles et imaginaires, on trouve
que

2'(t) = ccos(wt) + dsin(wt)
y'(t) = dcos(wt) — csin(wt).

Il suffit d’intégrer une nouvelle fois pour trouver les valeurs de x et de y :

2'(t) = (sin(wt) —d cos(wt)
y'(t) = d sin(wt) + ¢ cos(wt)

ot on a posé ¢ = c/w et d' = d/w. 1l s’agit d’un mouvement hélicoidal.

Exercice 2 - Diagonalisable! - L2/Math Spé - %

1. Introduisons la matrice

1 2 -1
A=| 2 4 -2,
-1 -2 1
' (t)
de sorte que le systeme s’écrit X' = AX avec X(t) = | ¢/(t) |. Le polynome caracté-

2 (t)
ristique de A est X?(X — 6). 0 est valeur propre double, mais A est de rang 1 et donc
ker(A) est de dimension 2. Une base de ker(A) est donnée par les vecteurs u; = (1,0, 1)
et ug = (2,—1,0). D’autre part, une base de ker(A — 6I) est donné par uz = (1,2, —1).
Les solutions sont donc données par les triplets s’écrivant

X(t) = Ay + pug + ~veStus.

2. Introduisons cette fois la matrice

de sorte que le systeme s’écrit X’ = AX avec X(t) = | 4/(t) |. Son polynéme carac-

téristique est X (X — 1)(X — 2), de sorte que ses valeurs propres sont 0, 1,2, de vecteurs
propres respectifs associés up = (1,1,—1), u; = (0,—1,1), et ug = (1,1,1). Ainsi, les
solutions sont données par les triplets

X (t) = Aug + pelug + ve2tus.
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Exercices - Systéemes différentiels linéaires : corrigé

Exercice 3 - Diagonalisable...mais sur les complexes - L2/Math Spé - »x

1. Les valeurs propres (complexes) de A sont 2, 1+ et 1 — 4. Un vecteur propre associé a 2
est donné par (1,1,1). Pour les deux autres valeurs propres, et pour trouver les solutions
réelles, on va appliquer la méthode des coefficients indéterminés. On cherche donc une
solution X (t) s’écrivant

a d
X(t)=1| b |elcost+ | e |e'sint
f
et on cherche les relations sur les coefficients a, ..., f pour que X(¢) soit solution du

systéme. La relation X'(t) = AX(t) donne le systéme :

(a+b)elcost+ (d+e)elsint = (a+d)etcost+ (—a+d)elsint
(—a+2b+ c)etcost + (—d + 2e + f)e!sint = (b+e)elcost + (—b+ e)elsint
(a+c)etcost + (d+ f)elsint = (c+ f)elcost+ (—c+ f)elsint
Par identification, on trouve
b = d
e = —a
b = —c
e = —f
a = f
d = —c

Les deux derniéres équations sont inutiles car elles se déduisent des précédentes. On peut
alors choisir a et b comme parameétre, et on obtient un espace vectoriel de dimension deux
de solutions, décrit par

cost sint
Xet | —sint | + pet cost
sint —cost

En conclusion, un triplet (z1(t),z2(t),x3(t)) est solution du systeéme ssi il existe trois
constantes a, \ et u telles que

71(t) = e + Nel cost + pel sint

1o(t) = ae®® — Nelsint + pel cost

r3(t) = ae®® + Nelsint — pel cost

2. Les valeurs propres de la matrice sont 1, ¢ et —i. Un vecteur propre associé a 1 est

1 i
Vi =1 —3 |. Un vecteur propre associé a i est V; = | 1 |. Bien entendu, la matrice
—4 2

étant réelle, un vecteur propre associé a —i est V;. Pour obtenir des solutions réelles, on
peut considérer (toujours parce que la matrice A est réelle) Re(Vie) et Sm(Vie). On
trouve alors les solutions (indépendantes)

—sint cost
cost et sint
2cost 2sint
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Exercices - Systéemes différentiels linéaires : corrigé

La solution générale du systeme dans R est donc

et — pusint + vcost
—3X\e! + pcost + vsint
—4)e! + 2ucost + 2vsint

Exercice 4 - Systémes non diagonalisables - L2/Math Spé - xx

1. On calcule le polynéme caractéristique de A qui est (X —2)?(X — 1). On cherche ensuite

2 2
un vecteur propre pour la valeur propre 1. On trouve | 0 |. La fonction ¢t + et [ 0
1 1

est donc une solution. Malheureusement, si on calcule A — 21, on obtient que la matrice
est de rang 2, et donc le sous-espace propre associé a 2 est de dimension 1 : la matrice
n’est pas diagonalisable !

On applique alors la méthode des coefficients indéterminés pour obtenir 1’espace vectoriel
de dimension 2 des solutions associé a cette valeur propre. Autrement dit, on cherche les
conditions sur a, b, ¢, d, e, f pour que la fonction

at +b
X(t)y=e*| ct+4d
et+ f

soit solution de X'(t) = AX(t). Ceci est équivalent a

2at + (a + 2b) 2(c+e)t+2(d+ f)
2ct + (c+2d) | =] (—a+2c+2e)t+ (—b+2d+2f)
2et + (e + 2f) (—a+c+3e)t+ (=b+d+3f)

On identifie d’abord les termes de degré 1. On trouve le systéme

a = c+e a—c—e = 0
2c = —a+2c+2e <+— a—2 = 0
2¢ = —a-+c+3e a—c—e = 0

La premiére et la troisieéme ligne sont identiques. On trouve donc

a = 2e
c

[ =

On identifie ensuite les termes constants. On trouve :

a+2b = 2(d+f)
c+2d = —b+2d+2f
e+2f = —b+d+3f
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On remplace a et ¢ par leur valeur en fonction de e (qui est un parametre), puis on simplifie.
Deux équations sont identiques et on trouve que le systeme précédent est équivalent a :

—b+2c+2f = e b= 2d-e
= d = d
—b+2f = fo=d

Ainsi, la solution générale de ’équation est

2 2et +2d — e
el | 0 |+ e et +d ,
1 et +d

A, d et e étant des parametres réels.

2. Le polynéme caractéristique de A est X (X — 1)2. On peut vérifier que A(A —I) # 0, et
donc que le polynéme minimal de A est X (X —1)2. La matrice A n’est pas diagonalisable.
1
On recherche ensuite la valeur propre 0. Un vecteur propre associé est [ 0 | et donc la
2
1
fonction t — | 0 | est une solution. On étudie ensuite la valeur propre 2 en appliquant
2
at+b
la méthode des coefficients indéterminés. On pose X (t) = | ct+d | e et on étudie &
et+ f
quelle condition X'(t) = AX(t), c’est a dire :

at+ (a+b) = (—6a+5c+ 3e)t+ (—6b+5d+3f)
cd+(c+d) = (—8a+Tc+4de)t+ (—8b+T7d+4f)
et+(e+f) = (—2a+c+e)t+(-20+d+ f)

On peut alors résoudre ce systéme (en fait, exprimer tous les parameétres en fonction de
2). On peut aussi utiliser la méthode suivante. On cherche une solution sous la forme

X(t) = etV + 1),
On a X'(t) = AX(t) si et seulement si

AVy = VW — Vo = (A-DW
AVi = i+ W, (A-D*, = 0

On cherche alors I’expression d’un élément V; de ker(A — I)2. 1l est facile de vérifier que
le noyau de (A —I)? est le plan d’équation 3X —2Y — Z = 0, dont une base est constituée

1 1
des vecteurs [ 1 [,| O |. Vi s’écrit donc
1 3
1 1
1 3

http://www.bibmath.net 4



Exercices - Systéemes différentiels linéaires : corrigé

avec A,y des réels. On en déduit

1
Vo=(A-1)Vi=(A+2p) 2
-1
Finalement, les solutions s’écrivent donc
1 A+ 1
v 0 | +¢€ A + (A +2u)tet | 2
2 A+ 3u -1

Exercice 5 - Avec l’exponentielle de matrice - L2/Math Spé - **

1. Un calcul sans difficultés montre que y4(X) = (X — 1)3.

2. Posons N = A —I5. Alors, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a N2 = 0, et donc
N est nilpotent d’indice 3. Ceci facilite grandement le calcul de ’exponentielle de N. En

effet, on a
—+00

t2
exp(tN) = Y ¢"N" =I5+ tN + §N2.
n=0

D’autre part, puisque tA = tI3 + tN et que tl3 et tN commutent, on a
2
exp(tA) = exp(tlz) exp(tN) = ¢ | I3 +tN + 5N2 .

On en déduit

t+1 t2 2+t

exp(tA) = ¢! t o t2—2t4+1 2 —t
-t  —t?+2t 24241
3. Soit X (t) = (z1(t), x2(t),x3(t)). Alors X(t) = exp(t4)X(0). En notant X (0) = (a,b,c),
on trouve

r1(t) = a(t+1)e’ +bt?e! + c(t* +t)e!
zo(t) = ate! +b(t? — 2t + 1)e! + c(t> —t)e!
x3(t) = —ate! +b(—t% 4 2t)et + c(—t2 + 2t + 1)el.

Exercice 6 - Avec I’exponentielle (bis) - L2/Math Spé - »x

Introduisons
0 1 0
B=|0 01
0 00
Il est facile de remarquer que
0 0 1
B*=10 0 0
0 00
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et B" = 0 pour n > 3. De plus, A = (al3 + bB + cB?). Puisque I3, B et B?> commutent, on a
exp(A) = exp(a) exp(bB) exp(cB?).

Or, utilisant que B"™ = 0 pour n > 3, on trouve

+oo
bB)"™
exp(bB) = Z ( ')
= n!
232
et
00 2\n
2y (cB?)
exp(c¢B*) = nzzo "
= I3+ cB%
I1 vient
b2 B2
exp(A) = e° (Ig +bB+ — ) (15 + cB?)
b2
= ¢ <13+bB+ <2+c> B2>
soit )
e® be® (% + c) e?
exp(4) = 0 e be?
0 O e

La solution générale de X’ = AX est alors donnée par X (t) = exp(tA)X(0), soit, en posant
X(0) = (a, 8,7)

1 bt ot + 2L
Xt)=cae™| 0 | +8e| 1 |+ ~e™ bt
0 0 1

Exercice 7 - Avec second membre - L2/Math Spé - »x

1. Soit A = _6 4 _31 la matrice du systéme. Ses valeurs propres sont 2 et 3, avec vecteurs
propres respectifs (—3,4) et (4, —4). Soit P la matrice de passage de la base canonique &

la nouvelle base, c’est-a-dire

[ -3 4 1[4 4
P‘<4 —4>’P _4<4 3)'

Soit Y (t) = (Z;(i ) tel que X (t) = PY (t). Le systéme se réécrit alors en

(
PY(t) = APY(t) + B(t) < Y(t)= P 'APY(t)+ P 'B(t),

NN
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ou B(t) = (_3t+463t). Ainsi, on obtient le systeme différentiel diagonal suivant :

4t—4e3t
yi(t) = 2y(t) +t
yo(t) = 3ya(t) + e,

Il est désormais facile de résoudre séparément chacune des équations différentielles séparé-
ment, en cherchant notamment une solution particuliere sous la forme d’une exponentielle-
polynoéme. On trouve alors que

yi(t) = At —1
p(t) = pe’ +te’
Revenant a X (t), on trouve que les solutions du systeme différentiel initial sont les fonc-
tions
{ zi(t) = —3Xe* +4ped + 3L+ 3 4 4tedt
zo(t) = 4Xe® —4pedt — 2t — 1 — 4ted.

2. La méthode est similaire, mais cette fois la matrice n’est diagonalisable que sur le corps des
1 2
-4 -3
propres sont —1 + 2i et —1 — 2i, avec vecteurs propres respectifs (1 —,2i) et (141, —2i).

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la nouvelle base, c’est-a-dire

o 1—i 14 i =2 —1—i
P‘( 2i —2@')’P _4<—2i 1—¢>'

Soit Y (t) = (Z;Eg) tel que X (t) = PY (t). Le systéme se réécrit alors en

PY(t) = APY (t) + B(t) < Y(t)= P 'APY(t)+ P"'B(t),

nombres complexes C. On pose donc A = ( la matrice du systeme. Ses valeurs

ou B(t) = (8) Ainsi, on obtient le systeme différentiel diagonal suivant :

yi(t) = (=1+2)n(t) +t/2
ya(t) = (=1—20)ya(t) +1/2.

Ses solutions (complexes) sont
yo(t) = crel7172t 4 Ly 2ty 2

avec c1,co € C. Si on revient & x1 et x2, et en remplacant e(m1+20)t oy e t(cos(2t) +
isin(2t)), on trouve

zi(t) = ((e1+c2) —i(er — ea))e cos(2t) + (i(er — c2) + (e1 + 2))e " sin(2t) + F — o5
za(t) = 2i(cr — co)e ' cos(2t) — 2(cy + cg)e  sin(2t) — F + 2.

On pose A = ¢;+co et = i(c1 —ca). Le couple (A, i) parcourt C? lorsque (c1, ¢2) parcourt
C?, et les solutions complexes du systéme sont

z1(t) = (A—p)etcos(2t) + (A4 p)e tsin(2t) + 2L — L
xo(t) = 2ue tcos(2t) — 2 e tsin(2t) — % + %.

Pour obtenir les solutions réelles, il suffit de prendre A, u dans R.

http://www.bibmath.net 7



Exercices - Systéemes différentiels linéaires : corrigé

Exercice 8 - Avec second membre, et pas a coefficients constants - L2/Math Spé -
*ok
On considere le systeme homogene, et on obtient avec le changement de variables associé

u'(t) = (= 2tz(t) + /() e = —o(t)

et
V(1) = (= 2ty(t) + /() e ™" = u(t).

Le systeme

V(t) = wul(t)

possede comme systéme fondamental de solutions les deux vecteurs

cost ot —sint
sint cost ’

Revenant au systeme initial, on trouve un systéme fondamental de solutions de 1’équation
homogeéne donné par les deux vecteurs

cos(t)et” —sin(t)et”
hi(t) = et .
1(t) ( sin(t)et” cos(t)et”
On cherche une solution de I’équation avec second membre par la méthode de variation des
constantes. On pose donc f(t) = A(t)hi(t) + u(t)ha(t), et on trouve que

{u’(t) = —o(t)

tsint

N ()b (t) + i (t)ha(t) = < beost ) .

On en déduit que N (t) = t*—t% et Ay(t) = 0. Une solution particuliére est donc obtenue par

AL(t) = —%e‘tg et A2(t) = 0. La solution générale de ’équation est donc
2 . 2
{ z(t) = Acgs(t)e; - Msm(t)e; - %Cf)s(t)
y(t) = Asin(t)e” + pcos(t)e” — 5sin(t)

Exercice 9 - Ordre plus grand - L2/Math Spé - xx

Donnons deux méthodes. La premiere est de transformer le systéme en systéeme d’ordre 1,
mais de taille 4 (comme on change une équation linéaire d’ordre 2 en un systéme d’ordre 1).
Pour cela, on pose

T
X = i’,
y/
Alors, on a X' = AX avec
0 0 1 0
0 0 0 1
A= 0 -1 11
-1 0 1 1
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11 suffit alors de résoudre le systeme comme un systéme classique.
Une autre méthode, plus astucieuse, est de regarder un peu le systeme et d’observer la symétrie
entre z(t) et y(t). Ceci incite a poser u =z +y et v =z — y. Alors u et v sont solutions de

u(t) — 20/ (t) +u(t) = 0
v'(t)—v(t) = 0

On résoud ces équations, et on trouve

(At + p)e’
ael + Bet

p——
<
—~~
~ o+
~—
[l

On retrouve alors facilement x et y.

Exercice 10 - Comportement a I’infini des systémes 2x2 - L2/Math Spé - »x
On peut réduire la matrice A sur C. Il existe une matrice inversible P telle que P~1AP est
égale a I'une des deux matrices suivantes :

A0 Al
T_<0 M)OHT_<0 A)'

Posant Y (t) = P71 X(t), le systéme est équivalent a
PY'(t) = APY (t) < Y'(t) =TY (t).

Toutes les normes sur C? étant équivalentes, il suffit de vérifier que les lignes de Y'(¢) sont
toujours bornées.
— Dans le premier cas (A diagonalisable), les solutions sont les fonctions de la forme

y1(t) = CreM et yo(t) = Chett

Ces deux fonctions tendent toujours vers 0 en +oo si et seulement si Re(A) < 0 et Re(p) <
0.
— Dans le second cas (A trigonalisable), les solutions sont de la forme

yl(t) = €At(C1 + tOQ) et yg(t) = CgeAt.

Par comparaison des fonctions exponentielles et des polynomes, ceci tend toujours vers 0
en +oo si et seulement si Re(A) < 0.
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