Exercices - Equations différentielles linéaires du premier
ordre - Résolution - applications : corrigé

RESOLUTION PRATIQUE

Exercice 1 - Premier ordre, a coefficients constants - L1/Math Sup - *

1. On résoud d’abord I’équation sans second membre 7y’ + 2y = 0. La solution générale est
de la forme y(z) = Ke=2*/7. On cherche ensuite une solution particuliére sous la forme
d'un polynome de degré 3. Si P(X) = aX? 4+ bX? + c¢X + d, alors P est une solution de
I’équation si et seulement si

7(3az® 4 2bx + ¢) + 2(az® + ba® 4 cx + d) = 22 — 52 + 42 — 1 pour tout = € R.

Par identification, on trouve le systéme

20 = 2
2la+2b = -5
14b+2¢c = 4

Tce+2d = -1

On résoud ce systéme et on trouve qu’une solution particuliere est donnée par 2> — 1322 +
93x — 326. L’ensemble des solutions de I’équation est donnée par les fonctions

23 — 1322 + 932 — 326 + Ke 2*/7 avec K € R.

2. On résoud I’équation sans second membre 3 + 2y = 0 dont la solution générale est Ae™2%.
On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme d’un polynéme de degré 2,
y(z) = az? + bz + c. Sans difficulté, on trouve & — 3z + 3.

3. On résoud d’abord ’équation sans second membre ' + y = 0 qui donne y(z) = Ke™*

avec K € R. On cherche ensuite une solution de ’équation compléte sous la forme y(z) =
P(z)e™*, avec P un polyndme. y est solution de I’équation si et seulement si P'(x)e™" —

P(x)e ™ + P(x)e™™ = xe ", si et seulement si P'(z) = . Une solution particuliere de
x

I'équation complete est donc %-e™*, I'ensemble des solutions de 1'équation étant donné

par les fonctions
1
T (2:1:2 + K> e ", avec K € R.

4. La solution générale de I’équation sans second membre est y(z) = Ke?*, K € R. Ensuite,
on cherche une solution particuliere de I’équation 1y’ — 2y = cosz. Pour cela, on écrit
que cosx = Re(e™) et on cherche une solution de y' — 2y = €. On la cherche sous la
forme d’une exponentielle-polynome de degré 0, puisque i # 2. La fonction y(z) = ae®®
est solution de ' — 2y = €' si et seulement si

e’ — 2a0e™ = e

ie si et seulement si o = —%. Une solution particulieére de 3’ —2y = cos z est donc donnée
par
241 2 1
§Re< e“") = ——cosx + —sinz.
5 5 5
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On cherche ensuite une solution particuliere de y' — 2y = 2sinx en utilisant exactement
la méme méthode, mais en remarquant que cette fois sinx = 23m(e**). Une solution
particuliére est donc donnée par

241 4 2
QSm( ;Ze”) :—gsinm—gcosa;.

Par le principe de superposition des solutions, on trouve finalement que I’ensemble des
solutions de I’équation différentielle est donnée par les fonctions

4 3
z— Ke?® — gcosx — gsinx, avec K € R.

Exercice 2 - Varions la constante... - L1/Math Sup - %

1. On commence par résoudre ’équation homogene 3’ + y = 0 dont la solution générale
est y(x) = Ae”*. On cherche une solution particuliere sous la forme y(z) = A(z)e™*. La
méthode de variation de la constante donne :

1 er

)\l —r _ )\/ _ .
(z)e 1+ e” (z) 1+ e”

Une solution particuliere est donc donné par y(z) = In(1+e*)e™*. Finalement, la solution
générale de I’équation avec second membre est donnée par

= 1In(l+4+e%)e ™ + Xe™”.

2. On commence par résoudre I’équation homogene (1+x)y’+y = 0, dont la solution générale

est donnée par y(z) = 14%3:7 A € R. On cherche une solution particuliere par la méthode
de variation de la constante, en posant y(z) = % On obtient

N(z) =1+l +=z).

Une primitive est donnée par A(z) = (14 ) In(1+4z), et la solution générale de I’équation
avec second membre est donc donnée par

X —

In(1 )
1+x+ n(l+z)

3. On commence par résoudre I'’équation sans second membre ¢’ — £ = 0. On remarque que
x +— x est une solution. L’ensemble des solutions de ’équation sans second membre est
donc les fonctions z — Cz, C' € R.

On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme y(z) = \(x)x. Reportant dans
I'équation différentielle, on trouve I'équation N'(z) = =z, ce qui donne \(z) = % + C.
L’ensemble des solutions de ’équation différentielle est donc donné par les fonctions

3

x»—)Cw—l—%.
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4. On commence par résoudre 1’équation homogene 3’ — 2zy = 0. On a

/
y — 22y =0 < Y 9 In|y| =2 + C,
Yy

et donc la solution générale de 1’équation homogene est ¢ — Ae?”. On cherche ensuite une
solution particuliere de 1’équation en utilisant la méthode de variation de la constante.
On pose donc y(z) = A(z)e®” et introduisant y dans Péquation avec second membre, on
trouve

N(2)e™ = (=22 + 1)e" > N(z) = (—2z + 1)e " *.
Une solution particuliere de I’équation avec second membre est donc donnée par

2 2
X e T T — T

Finalement, les solutions de I’équation sont les fonctions x > At + e?,

5. On commence par résoudre 1’équation homogene y' — %y = 0. On trouve que les solutions
sont les fonctions de la forme y(t) = At2. On cherche une solution particuliere par la
méthode de variation de la constante en posant y(t) = A(t)t2. L’équation devient :

2
2 =y/1) ~ 2ylt) = X2
Des lors, N (t) = 1 soit A(t) =t + C. Finalement, les solutions sur |0, +oo[ de I’équation
de départ sont les fonctions
t P+ Ct2

Exercice 3 - Avec une condition initiale - L1/Math Sup - %

1. La solution générale de I’équation homogéene est donnée par ¢t — Acost, A € R, une solution
particuliere, que I'on trouve facilement par la méthode de variation de la constante, est
la fonction ¢ — cos?t. Les solutions de I’équation sont donc les fonctions vérifiant ¢ —
Acost — 2cos?t. On cherche la solution valant 1 en 0. On trouve A — 2 = 1, soit A = 3.
Ainsi, la solution recherchée est la fonction

t — —2cos’t + 3cost.

2. La résolution de I’équation homogene amene a chercher une primitive de la fonction z —
—Z _ Pour cela, il suffit d’écrire

r+1°
—x —r—1+4+1 1
= =-1+ .
Tz +1 r+1 r+1
Les solutions de ’équation homogene, sur l'intervalle | — 1, +00[, sont donc les fonctions

x — Az + 1)e~®. On cherche une solution particuliere de I’équation sous la forme d’un
polynéme. Or, si P est un polynéme, le degré de (z + 1)y’ + xy vaut le degré de P plus 1.
On cherche donc y sous la forme d’un polynome de degré 1, soit y(x) = ax+b. Introduisant
cela dans I’équation différentielle, on trouve

(z+1a+z(ar +b) =2® —z + 1.

Par identification, on trouve a = 1, a + b = —1, soit b = —2. Les solutions de ’équation
sont donc les fonctions z — (z — 2) + A(z + 1)e™*. La solution vérifiant y(1) = 1 est
obtenue pour \ = e.
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Exercice 4 - Recollement des solutions- tous les cas possibles - L1/Math Sup - xx

Les trois équations ont en commun que le terme devant 3’ s’annule. Il faut donc résoudre
I’équation sur des intervalles ou cette fonction ne s’annule pas (par exemple, |0, +o00[ et | — o0, 0]
pour la premiere équation), puis étudier si les solutions se recollent correctement (ie si en
"collant" une solution sur ]0, +oo[ et une solution sur | — co, 0 on peut obtenir une solution C*
sur R).

1. ty' — 2y =13 : sur |0, +-o00[, on résoud d’abord I’équation sans second membre

/
ty —2y=0 < y—:g

Y t
et donc les solutions de I’équation sans second membre sont les fonctions de la forme
y(t) = M2, Pour trouver les solutions de 1’équation avec second membre, on peut utiliser
la méthode de variation des constantes, ou remarquer plus facilement que t — t> est
solution. Une fonction y est donc solution de 1’équation sur |0, +oo[ si et seulement s’il
existe A € R tel que y(t) = At? + 3. De méme, une fonction y est donc solution de
I’équation sur | — oo, 0] si et seulement sil existe p € R tel que y(t) = ut? + 3.
Essayons maintenant de résoudre I’équation sur R. Si y : R — R est solution de I’équation
sur R, alors il existe deux constantes A et u telles que

() = ME+t3 sit>0
YW= 2+ sit<o0

On veut que y soit continue en 0. Mais on remarque que

Jim y(t) = lim y(t) =0.
y ainsi définie et prolongée par y(0) = 0 est bien continue en 0. De méme, il faut que
y soit dérivable en 0. Mais, y est dérivable & droite en 0, et y/,(0) = 0 (c’est la dérivée
de t — M2 + 13 en 0), et y est dérivable & gauche en 0 avec yy(0) = 0. Ainsi, la formule
précédente définit bien une fonction y dérivable sur R. De plus, y est solution de I’équation.
On pourra remarquer que ’ensemble des solutions, dans ce cas, est de dimension 2.

2. t2y'—y = 0 : On résoud d’abord I’équation sur ]0, +oc[. Elle est équivalente & y/ /y = t%, ce
qui nous dit qu’une fonction y est solution sur |0, +-00] si et seulement si y(t) = Ae~/* avec
A € R. De méme, une fonction y est solution sur | — oo, 0] si et seulement si y(t) = pe~/*
avec 1 € R. Si on cherche maintenant une solution y sur R, ses restrictions a ]0, 4+o00[ et
a | — 00, 0[ sont aussi solutions, et il existe A, u € R tels que

(t) = Ae ™t sit>0
v = ueil/t sit<0

On étudie la continuité éventuelle de y en 0. On a

lim y(t) = tli%1+ Ae~Vt =0,

t—0t
tandis que
4+oo sipu>0
lim y(t) = lim pe /' ={ —o0 sip<0
t—0~ t—0~ .
0 sip=0.
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Pour assurer la continuité de y en 0, il est donc nécessaire que p = 0 et on prolonge y par
continuité en 0 en posant y(0) = 0. Mais alors, pour ¢t > 0, on a

et par comparaison des fonctions puissance et exponentielle, on a

lim v/(t) = 0.

t—0t+ 4 ( )

Puisque bien stir lim,_,q- /() = 0 (rappelons que p = 0), y est dérivable en 0. Les
solutions sur R de I’équation sont donc les fonctions

e 1/t sit>0
y@y‘{o sit < 0.

On pourra remarquer que ’ensemble des solutions, dans ce cas, est de dimension 1.

3. (1—t)y —y =t : on résoud cette fois ’équation sur chacun des intervalles |1, +oo| et
| — 00, 1[. Les solutions de 1’équation homogene associée, sur |1, +oo[, sont les fonctions de
la forme

A
t— 17 AeR.
On résoud ensuite 1’équation générale par la méthode de variation de la constante. En
posant y(t) = i‘L_tZ, on trouve
N(t) =t

et donc une solution particuliére est donnée par y(t) = 2(%2_75) On a donc prouvé qu'une

fonction y est solution sur |1, +oo[ de 'équation si et seulement s’il existe une constante

A € R telle que y(t) = 2)(\1%(;) On résoud de méme ’équation sur | — oo, 1].
Considérons maintenant y une solution sur R de I’équation. Alors il existe deux constantes
A et p telles que
ity sit>1
y(t) = Ltt2

Pour que y soit continue en 1, puisque 1 — ¢ — 0 lorsque ¢ tend vers 1, il est nécessaire
que A+ t? — 0 lorsque t — 1, soit A = —1. De méme, on doit avoir u = —1. Ainsi, si y
est solution sur R, pour t # 1, elle s’écrit

2 -1

W) = 5 = 31+

Cette fonction se prolonge par continuité en 1, et on vérifie aisément qu’elle est solution
de I’équation. Dans ce cas, 'ensemble des solutions est un espace affine de dimension 0.

Exercice 5 - D’autres recollements... - L1/Math Sup - %%
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1. Sur |1,+4o00], la fonction z — x In z ne s’annule pas et donc on a bien affaire & une équation
différentielle linéaire d’ordre 1 sur cet intervalle. L’ensemble de ces solutions est donc une
droite affine. On commence par résoudre ’équation sans second membre,

/ o yl . 1
(zlnz)y —y=0 <— == .
y xlnz

Puisqu'une primitive de 2 — —L— est In(In(z)), on integre et on trouve In |y| = In(In(z))+

K, soit y(x) = Cln(x). On cherche maintenant une solution particuliere en utilisant la
méthode de variation de la constante : on cherche donc une solution sous la forme

f(x) = C(z) In(x).

En dérivant,

F(2) = C'(@)In(z) + CE).

x
On introduit alors dans ’équation pour obtenir :

(xIn(z)) In(x)C'(x) = —(1 +In(z)) /x

soit
1+ In(x)

- 22(In(x))?’
Ceci est de la forme —u'/u®, avec u(z) = zln(x). On peut donc intégrer pour trouver
qu’une solution particuliere est donnée par C'(z) = @) soit f (z) = 1. Finalement, on

C'(x) =
2

1
z In(x
trouve que les fonctions solutions de ’équation différentielle sur |1, +o00[ sont les fonctions

1
ZL‘F—>E—1—01H(1‘), C eR.

Etudions maintenant cette équation sur R* . Le probleme est que z — xInz s’annule en
1 et que 'on sort du cadre des théoremes usuels. On ne sait donc méme pas s’il existe
des solutions sur cet intervalle et, s’il en existe, quelle sera la dimension de I'espace des
solutions.

En revanche, on sait résoudre 1’équation sur |1, +o00[ et aussi sur |0, 1[ (exactement de la
méme fagon). Si f est donc une solution sur ]0, 400, il existe donc deux constantes C' et
D telle que

_ % 4+ Clnz sixz>1
f) = T4+ Dlnz siz€0,1].

Il faut remarquer que les constantes C' et D peuvent étre distinctes, puisqu’on a simple-
ment écrit que f est d’une part solution sur |1, 4o00[, d’autre part solution sur ]0, 1[. Tout
le travail maintenant consiste a savoir s’il y a recollement de ces solutions, c’est-a-dire si
on peut choisir C' et D de sorte que la formule précédente définisse une fonction dérivable
sur ]0, +00[. D’une part, puisque In(1) = 0, on remarque que

lim f(z) = lim f(x)=1.

r—1— z—1+
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La fonction est donc continue en 1, quelles que soient les valeurs de C' et D. On dérive,
et on sait que f'(z) = —% + £ siz > 1, f'(z) = —% + £ sinon. On a donc

lim f'(z) = —1+ C tandis que lim f'(z) = -1+ D.
z—1t z—1—

Les limites & droite et a gauche de f’ coincident si et seulement si C' = D. Autrement

dit, f’ est dérivable en 1 si et seulement si C' = D. Ainsi, les solutions de 1’équation sur

10, +-00[ sont les fonctions qui s’écrivent

1
ZL‘F—>E—1—01H(1‘), C eR.

2. On va résoudre I'équation différentielle sur I; =|0, +oo[ et sur Iy =] — 00, 0], intervalles
ot la fonction devant ' ne s’annule pas. On fixe donc j dans {1,2}. On résoud sur I,
I’équation sans second membre, zy’ + 2y = 0. Les solutions qui ne s’annulent pas vérifient
y'/y = —2/x, soit In |y(z)/C| = In|1/2?| avec k une constante. Les fonctions z + 1/z2
sont donc solutions, et puisqu’on sait que ’ensemble des solutions est de dimension 1, on
trouve que l'ensemble des solutions sur I; de I'équation zy’ + 2y = 0 sont les fonctions
z— Cj/x2.

On résoud maintenant I’équation avec second membre en utilisant la méthode de variation
de la constante. On pose donc y(x) = A(z)/x2. y est solution de I'équation différentielle

si et seulement si

x? 1

Nz)= =1 .
@) =102 1+ a2

En intégrant, une solution particuliere est donnée par

xr — arctanx

M) = T

Les solutions sur I; de I’équation différentielle sont donc les fonctions

x — arctanx + Cj
xXr .
22

Soit maintenant z une solution sur R. Alors z| 1; est solution de I'équation différentielle
sur I;. Ainsi, il existe des constantes C7 et Cs telle que z vérifie sur I;

_ x —arctanz + C;

Z($) - .’E2

Il faut que z soit continue en 0. Pour que la fonction admette une limite finie en 0, il est
nécessaire que C; = 0. Réciproquement, si z(x) = Z=2GaL Khour z =£ (), alors on effectue

2
X
un dl et on trouve

z(x) = % + o(x).

Il suit que z, prolongée par z(0) = 0, est dérivable en 0 avec 2/(0) = 1/3. 2z est donc
I'unique solution de I’équation différentielle sur R.

3. On commence par résoudre I’équation différentielle sur un intervalle du type | =% + kn, § + kn |,
avec k € Z, intervalle sur lequel la fonction tan est bien définie. La solution générale de
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I’équation homogene est de la forme z — Ae'®% X\ € R. La recherche d'une solution
particuliere par la méthode de variation de la constante ameéne a

)\/(m) COS2(IE)€tanm _ etanx

ce qui donne comme solution particuliere z — €% (tanz + \), A € R. Lorsque = tend
vers /2 + k7 (par valeurs inférieures), cette fonction tend vers +o0 : il n’y a donc pas de
recollement possible.

Exercice 6 - Un double recollement, mais détaillé... - L1/Math Sup - %

1. On procede par identification, en mettant tout au méme dénominateur, et on trouve a = 1
et b=2.

2. On se place sur I'un des trois intervalles
I =] — 00,0[, I =]0,1], I3 =|1, +o0],

intervalles ou la fonction apparaissant devant 3’ ne s’annule pas. Sur chacun de ces in-

tervalles, on peut diviser par z(x — 1). La résolution de 1’équation sans second membre

amene a intégrer la fonction x — ;Z;j). Ecrivant

3z —1 —1+ 2
r(z—1) x z-1

on trouve que la solution générale de 1’équation homogene est x — Az(z — 1)2.

3. On procede & nouveau par identification : on pose y(z) = az? + bx + ¢, on introduit cette
fonction dans ’équation, et on cherche une valeur pour a, b et ¢ de sorte que y vérifie (E).
Aprés calcul, on trouve que y(z) = 2 convient.

4. Soit y une solution de (E) sur R. Alors y est solution de (E) sur Iy, sur I3 et sur I3. Ainsi,
il existe trois constantes A1, Ay et Ag telles que

224+ Mz(z —1)2 siz <0
y(z) =< 22+ Xoz(z —1)2  six€]0,1]
2?2+ dgr(z—1)2 siz>1

On va maintenant déterminer A1, Ao et A3 pour que les solutions se recollent effectivement.

D’abord en 1, on voit que, quelque soient les valeurs de A; et Mg, alors y(z) tend vers 0

en 0 (a gauche et & droite). Ainsi, y est toujours continue en 0. Passons a la dérivée. On a
y(x)

Z —rd Mz -1 = A siz— 07,
e

alors que

3/(9696):x+)\2(m_1>2_>/\2 siz— 0.

Pour que y soit dérivable en 0, il est donc nécessaire et suffisant que Ay = Ao. Passons
maintenant au probleme en 1. Comme précédemment, il n’y a aucun souci pour la conti-
nuité, et y(1) = 1. Pour la dérivabilité, on a

yx) -1  (z—1)(z+1) z(x —1)2
r—1 rz—1 + A z—1

—2siz—1",
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alors que ,
y(x) —1 _ (z—1(x+1) N Agw(m -1)

r—1 r—1 rz—1

—2siz—17.
Ainsi, pour toutes valeurs de A9 et Az, on a un récollement dérivable en 1.

Exercice 7 - Presque linéaire...ou presque du premier ordre - L1/Math Sup - *x

1. Sion pose z = 3/, alors on a une simple équation différentielle d’ordre 1 en y :
(1+x)? +(1+x)z—2=0.

On résoud d’abord I'équation sans second membre (1 + )22’ + (1 + 2)z = 0, dont la

solution générale est donnée par z(x) = u%x On cherche ensuite une solution particuliere
)

par la méthode de variation de la constante, en posant z(x) = /1\5% I vient

N(@)(1+2) =2,

et une solution particuliere est donnée par z(x) = W (rappelons que 'on travaille
sur | — 1, +o0]). La solution générale de I’équation vérifiée par z est donc

A 2In(1 + 2)

H
T e T T 11a

Finalement, en intégrant, on trouve que la solution générale de 1’équation initiale vérifiée
par y est donnée par

2 (In(1+2))° +Aln(l+2) + 1, A, p€R.

2. Posons z = y2. Alors 2/ = 2yy/, et donc z vérifie ’équation différentielle

2 —z =12

On résoud cette équation en déployant la machinerie usuelle : I’équation sans second
membre est zz' — 2z = 0, donc la solution générale est z(x) = Azx. On cherche une solution
particuliére sous la forme z(z) = A\(z)x, qui donne X' (z) = 1. Ainsi, la solution générale de
I’équation vérifiée par z est « — Az + 2. Les solutions de I’équation de départ sont donc
les fonctions = — VAz + 22 et © — —v Az + 22, 1a ou elles sont définies (en particulier,
son on cherche une solution sur |0, +o0|, il est impératif que Az + 22 soit positif pour tout
x >0, donc que A soit positif).

Exercice 8 - Le plus facile des systémes différentiels - L1/Math Sup - »x
D’abord, I’équation z” = 0 donne facilement z(t) = at + b, avec a et b des constantes.
Ensuite, on a
o =2" +iy =wy —iwr’ = —iwu.
On en déduit que u(t) = (c +id)e”**!. En prenant les parties réelles et imaginaires, on trouve
que

7'(t) = ccos(wt)+ dsin(wt)
y'(t) = dcos(wt) — csin(wt).
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Il suffit d’intégrer une nouvelle fois pour trouver les valeurs de x et de y :

2'(t) = I sin(wt) — d cos(wt)
y'(t) = d sin(wt)+ ¢ cos(wt)

ot on a posé ¢ = c/w et d' = d/w. 1l s’agit d’un mouvement hélicoidal.

Exercice 9 - Plus difficile... - L1/Math Sup - %

Soit y une solution de I’équation. On cherche donc une fonction dérivable sur R satisfaisant
I’équation. Soit J un intervalle sur lequel ¥y — x est de signe constant. Sur cet intervalle J, y
vérifie une des deux équations différentielles suivantes :

Y =y—zouy =—-y+ux.

On va commencer par résoudre 3y’ = y — . L’équation homogene est y' —y = 0, dont la solution
générale est y(z) = Ae”. Une solution particuliere est obtenue sous la forme d’un polynoéme de
degré 1. On trouve que x + 1 est solution. Les solutions de 3/ = y — z sont donc les fonctions
y(x) =z + 1+ Xe®.
Une étude similaire permet de résoudre ' = —y + x. On trouve que les solutions de cette
équation sont les fonctions de la forme y(z) = — 1 + pe™*.
Revenons maintenant & 1’équation initiale. Les solutions de y' = y — x vérifient y(z) > =
—sur Rsi A>0;
— sur | — oo, —In(—=A)[si A < 0.
Les solutions de y' = —y + x vérifient y(z) < z
—sur Rsip<0;
— sur | — In(u), 00| si p > 0.
D’autre part, pour A = —p < 0, les fonctions yi(z) = (z+ 1) + Ae® et ya(x) = (x — 1) — Xe™ ™
se recollent bien en In(—\). En effet, elles vérifient y; (In(—\)) = y2(In(—=A)) =0 et

yi(In(=X)) = 1+ A(In(=A))

yo(In(=A)) =1 = AM=1In(=1))
et donc ¢} (In(—=A)) = y5(In(—A)). On obtient donc trois familles de solutions sur R :
x) =x+ 1+ Xe” pour A > 0;
2. les fonctions y(x)

3. les fonctions y(xz) = (z 4+ 1) + Xe” sur | — oo, —In(=N)] et y(z) = z — 1 — Xe™™® sur
[~ In(~), +o0l.

1. les fonctions y(

=z —14 pe* pour p <0;

APPLICATIONS

Exercice 10 - Triplement d’une population - L1/Math Sup - *

L’accroissement de la population est mesurée par P’(t), qui est donc proportionnelle & P(t).
Autrement dit, P vérifie une équation différentielle du type P’(t) = kP(t). Sa solution est de
la forme P(t) = Ce*. De 'autre information (la population double tous les 50 ans), on déduit
que P(t 4+ 50) = 2P(t) pour tout ¢t. Ainsi, on a

CeMed% = 20ef — 50k =In2 = k = In2/50.
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On cherche z tel que P(t + ) = 3P(t) pour tout P. Ceci donne

501n 3

Celteb = 30 — kr =In3 — z = o
n

~ 79,24,

La population triple environ tous les 79 ans un quart.

Exercice 11 - Recherche de courbes - L1/Math Sup - %

Soit M(x, f(x)) un point de la courbe. La tangente en M a pour équation Y — f(x) =
f(x)(X —z). L’abscisse de T est donc x — f(z)/f'(z). Pour que O soit le milieu de [PT], il est
nécessaire et suffisant que 0 = x — f(z)/f'(x) +x. f est donc solution de I’équation différentielle

20f/(x) = f(2).

On résoud cette équation différentielle, et on trouve que ses solutions sont les fonctions f(x) =
Cyx.
Exercice 12 - Ou est ’équation différentielle ? - L1/Math Sup - »xx

On pose g = f + f'. Alors f est solution de I’équation différentielle f + f' = g. On résoud
cette équation. L’équation homogene est f’ + f = 0 dont la solution générale est donnée par
Ae™ ™. On résoud I’équation avec second membre par la méthode de variation de la constante :
en posant f(x) = A(z)e™?, on trouve

et une solution particuliere est donnée par
xX
fola) = e [ glt)eta.
0

Finalement, toute fonction f vérifiant f + f’ = g s’écrit
x
flz)=Xe™" + e_x/ g(t)e'dt.
0

Pour montrer que f tend vers 0 en +o0, il suffit de prouver que e™* fox g(t)eltdt tend vers 0 lorsque
x tend vers +oo. Pour cela, on va utiliser que g tend vers 0 en +00, et on va couper 'intégrale
en 2. Soit ¢ > 0. Il existe A > 0 tel que, pour t > A, on a |g(t)| < e. Soit M = f64 lg(t)e~t|dt et
soit B > A tel que, pour > B, on a e *M < e. Alors, pour tout > b, il vient

x A x
e_x/ g(t)e_tdt' < e_x/ ]g(t)e_t\dt—i—e_x/ lg(t)|e tdt
0 0 A
e_xM+e_x/ getdt
A

IN

< 2e.

On a bien prouvé que lim; f = 0.

Exercice 13 - Une équation intégrale - L2/Math Spé - xx
Posons y(z) = [; f(t)dt, qui est dérivable sur [0, +oo[. Alors, dérivant 1’équation, on a

%ﬂ(:p) - _é (/:f(t)dt)z +% (/Oxf(t)dt> f(z)
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soit )
1 1 2
V= vty

x x
Remarquons que si y(xo) = 0, alors [ f2(t)dt = 0, et donc f = 0 sur [0, o] puisque l'intégrale
d’une fonction continue et positive est nulle si et seulement s’il s’agit de la fonction nulle. En
particulier, y est aussi identiquement nulle sur [0, zo].
Posons a = sup{z > 0;y(z) = 0} avec a = 0 si ’ensemble est vide. Alors y est non-nulle sur

la, +oo[= 1, et sur cet intervalle I’équation peut encore s’écrire

I\ 2 /
4 2
Y ry x

On résoud cette équation du second degré, et on trouve

Yy 2+42

Y T

soit
y(z) = ApZEV2,

Revenant & f = ¢/, on trouve sur I que
f(z) = Azt EV2,
Maintenant, f doit étre continu en a, et on sait que f(a) = 0. Ceci n’est possible que si a = 0

et si f(z)= AzltV2. Ces fonctions sont donc les solutions de I’équation intégrale.

Exercice 14 - Calcul d’une transformée de Fourier par résolution d’une équation
différentielle - L3/Math Spé -
On remarque d’abord que f est bien définie pour tout z. En effet, on a

et
—e

Vit

Cette fonction est intégrable sur [0,4o00[, car en 0 elle est équivalente a % qui est intégrable

e—t
< —

SV

itx

(intégrale de Riemann), et, au voisinage de +oo0, elle vérifie

eft

Vi

Prouvons également que f est de classe C'!. Pour cela, on remarque que la fonction

1

<5

Vi

admet en tout point de Rx]0, 4+00[ une dérivée partielle par rapport a = égale a

g:(x,t) — et

9y _ o[-t it
63;(33,75)—2\/%6 e,
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De plus, on a, pour tout x € R,
Jg t
—(x,t)| < Vte™
’896( )‘ Vi

et la fonction apparaissant a droite dans 'inégalité précédente est intégrable sur |0, +oo[ (elle
est continue en 0, et au voisinage de 400, elle est négligeable devant 1/t?). On en déduit par le
théoreme de dérivation des intégrales a parametres que f est dérivable, avec

f(z) = /0+oo ivte tel

On exprime le membre de droite de cette égalité en fonction de f grace a une intégration par
parties, en posant v(t) = v/t et u(t) = m%le(m_l)t. Puisque u(0)v(0) = 0 et limy—4 o0 u(t)v(t) =
0, on en déduit
—q +o0 o=t
! ¢ € itx
) = —— —e"™dt
fz) 2(iz —1) Jo Vit
—i(—iz — 1)
TEFSRAR
T+

= Q(T—i—l)f(x)'

Il ne reste plus qu’a résoudre cette équation différentielle. On 1’écrit sous la forme

o T i
7@ 2@y

ce qui donne

1 .
In|f| = 1 111(332 +1)+ %arctan(x) + K.

On en déduit qu’il existe une constante C' € R telle que
flz)=C@@* + 1) *exp (; arctan x) )

On détermine la valeur de la constante C' en calculant f(0) = C. On a par ailleurs

f(0) = /0 %dt = 2/0+OO e " du

en effectuant le changement de variables ¢ = u2. Utilisant le rappel, on trouve que C = /7.
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