Exercices - Transformée de Fourier : corrigé

Exercice 1 - Transformée d’une distribution homogéne - Quatriéme année - %
Comme souvent pour les transformées de Fourier de distribution, tout se raméne aux trans-
formées de Fourier de fonction de S(R™). On a en effet

Flpd)(a / lty)e TV dy
— n ¢(u)6—27rzu.(m/t)du
R”L
= t"F(e)(x/t)

Il vient
(T, er) = (T, Fepr)
= t_n<T7 (f(p)l/t>
= NI, F(p))
= tNT, ).
Il suffit ensuite de remarquer que A = —(n + u) avec 4 = —n — A pour conclure que T est

homogene de degré —n — A.

Exercice 2 - Valeur principale - Quatriéme année - x*

1. Prouvons d’abord la formule donnée :

(vp(1/z), ¢) = lim Mda: + Mdm.

e=0Je<lzl<1 @ lz|>1 T

Dans la premiére intégrale, on retranche ¢(0) (ce qui est possible car son intégrale sur
[—1, —¢]U][e, 1] est nulle. Mais alors, la fonction (¢(z) —¢(0))/x est intégrable au voisinage
de 0 (elle se prolonge par continuité). D’ou la formule, qui fait apparaitre vp(1/x) comme
somme de deux distributions. La deuxiéme donne clairement une distribution tempérée
(car elle est associée a une fonction intégrable & croissance modérée). Pour la premiere, il
suffit de remarquer que

‘/ oz~ 00y, <2 sup [o(u)] <291

[_171]
Ceci garantit la encore qu’il s’agit d’une distribution tempérée. On va donc pouvoir cal-
culer la transformée de Fourier de vp(1/x).

. La formule énoncée s’obtient facilement en réalisant un changement de variables u =
—z dans l'intégrale, et en remarquant que la fonction qui apparait sous l'intégrale est
désormais intégrable en 0. On a alors, pour ¢ € S(R) :

R 7Z2TI'(Et 2wxt
(vp(1l/x),¢) = RETOO/ /¢ ( —° >dtd:c
= —i lim / / qs(t)Wdtdx.
RJR

R—+o0 J_—
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Exercices - Transformée de Fourier : corrigé

Remarquons que la fonction (¢, x) — (Z)(t)w est intégrable sur [—R, R] x R, et que
I'on peut donc intervertir 'ordre d’intégration. De plus, si gr(t) = ffR Mquﬁ(t),
alors

lgr(t)] < M|o(t)],

N . . . sin(2mat . P
ou la constante M vient du fait que limpg_s i [ fR %dm existe. Le théoréme de
convergence dominée nous permer de rentrer la limite dans la premiere intégrale, ce qui

donne :
. , ) R gin(2mxt)
(vp(1/z), ¢) = —z/ o(t) lim ——duxdt
R R—+oc0 J_R X
Faisant le changement de variables u = 2xwtx dans 'intégrale, et sachant que f0+°° Sigy =%

on a trouvé que

—+00

. 0
(vp(1/2),8) = —in [ é(t)dt +in / S(t)dt.
0 —00
La transformée de Fourier de vp(1/x) est donc la fonction
x +— —imsigne(x).

3. Il suffit de remarquer que H(x) = %ﬂe(z). Posons alors T = 5= (76 + ivp(1/z)). La
transformée de Fourier de T est exactement H.

Exercice 3 - Distributions harmoniques - Quatriéme année - x

1. Prenons la transformée de Fourier de I’expression précédente, on obtient
(22 + yH)T = 0.

Si ¢ est une fonction test & support dans R?\{0}, alors on a

A

<T7 ¢> = <<1‘2 + y2)T7 ¢/($2 + y2)> =0,

ce qui prouve ’assertion sur le support.

2. Si u est une fonction a croissance modérée harmonique, la distribution associée T, est-elle
aussi harmonique, et elle est tempérée. On en déduit que le support de T, est {0}. Ceci
entralne que T, = chvzo ak(S(()k). Prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient
que T, est la distribution associée a un polynoéme, ce qui prouve que u est un polynoéme
(Iégalité de deux distributions associées & des fonctions entraine 1’égalité presque-partout

de ces fonctions, et donc 1’égalité partout quand il s’agit de fonctions continues).

3. Si u est une fonction entiere bornée, alors elle est harmonique et & croissance modérée,
donc elle est polynomiale. Mais les seules polynémes bornées sont les constantes. On
retrouve bien le théoreme de Liouville.

Exercice 4 - Transformée de Fourier de la fonction d’Heaviside - Quatriéme année -
Hok

http://www.bibmath.net 2
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1. Visiblement, le probleme est en 0, on va donc découper entre ce qui se passe en 0 et ce
qui se passe un peu plus loin. On a donc

7/ / @)
Rx—l—zaa 1x+za5 lz|>1 & +iae

Dans la derniere intégrale, on peut appliquer sans probleme le théoreme de convergence
dominée pour € — 0. La premieére se réécrit ainsi :

o)y [0,y [

1x+za€ Qe 1 x+iae

La encore, on a enlevé le probleme qu’il y avait dans la premiere intégrale, et il est possible
de faire tendre ¢ vers 0. Pour la deuxiéme intégrale, il suffit d’effectuer le calcul

1 1 L 2 —dae
/ ———dr = / ﬁdw
1+ -1 2%+ ‘e

1 1
= —jae |— arct
e [aa arctan(z/ae)

-1
= —m.

Mettant cela bout a bout, on obtient que la limite dans S’(R) de la distribution demandée
est
—imdp + vp(1/x).

2. La fonction est intégrable, il suffit de calculer sa transformée de Fourier comme fonction
de L'. On a

A +oo .
f(g) — / e—)\te—QTrlftdt
0

1 L)oo
|: e—)\t—27rz§t
b
A+ 2mi€

3. Si on fait tendre X vers 0, le théoréme de convergence dominée assure que dans S'(R), la
distribution H(x)e™** converge vers H. La transformation de Fourier étant continue, il
suffit de déterminer la limite de m (au sens de S'(R)). Mais on réécrit cela en

1 1
227r:1:—z

2 °
A

Lorsque A tend vers 0, ceci converge vers

%im (imdo + vp(1/x)) .

La transformée de Fourier de H est donc

1 7
Z60 — —vp(1/z).
250 QFVP( /)
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4. On réapplique la transformée de Fourier a la formule précédente. 11 vient

1
2im(H — 5) = F(vp).
Exercice 5 - Peigne de Dirac - Quatriéme année - %

1. Posons, pour ¢ € D(R), ¥(x) = ¢(z + 1). Il vient, les sommes étant finies
OEDIIOED I ESVEDPEIR)
JEZL JEZ JEZ

2. Remarquons d’abord que E est une distribution, car c’est une fonction bornée sur les
intervalles compacts donc dans LIOC(R). D’autre part, il est facile de voir que E est a
croissance lente, car on a par exemple

|E(z)|
/megdx < +o00.

Ainsi, E est une distribution tempérée. D’autre part, Fj(z) = j(H;(z) — Hjy1(z)) ou
Hj(z) = 1jj o) est une translatée de la fonction de Heaviside. Il vient FJ’ = j(0; — 0j41).
Prenons maintenant ¢ € D(R), et soit n tel que supp(¢) C [-n,n]. On a

n
(E',¢) = —(B,¢/) == Fj,¢')= Y (F Z i(6() — 6(j + 1))
j=—n j=-—n j=-—n
La série est “télescopique”, et utilisant le fait qu’en n et —n, ¢ s’annule, on obtient
L) =D 05,0) = (P,¢)
JEZ
On obtient donc que E' = P, et puisque E est tempérée, P I’est aussi.
3. On a
(P,¢) = (P,d) = ¢(j)
JEZ

De méme,

(P,mig) =Y T16())

JEZ

Remarquons maintenant que
n16(j) = / e M G(x + 1)de = / e~ g(2)de = §(j)
R R

puisque e~27 = 1. Ceci donne le résultat.
4. Soit ¢ € D(R). On a

(WP, ¢) = (P,ud) = (P,71$) = (P,$) = (P, ).
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6. Prenons ¢ a support dans |j — 1, j + 1[. L’idée est de “factoriser” ¢(x) par u(z) — 1. Pour
cela, il suffit de remarquer que

o) = 20190

u(zx) —

est de classe C™ sur | — 1, 1] (en effet, u(z) — 1 = zv(x) ol v est C*° et ne s’annule pas
en 0). Pour la rendre a support compact, on va multiplier par une fonction plateau en
considérant n & support dans | — 3/4, 3/4[, et en remarquant que l'on a

¢(x) = n(z)(u(z) — 1ip(x) + n(z)(0).

Puisque (u —1)T = 0, on obtient

en posant ag = (dp, ¢). Pour passer au résultat global, le plus commode est d’utiliser une
partition de 'unité (7)) associée au recouvrement ouvent |k — 3/4,k + 3/4[. En posant
G =nrp,ona =3 pcz dk, et ¢(k) = ¢r(k). Maintenant, en appliquant le raisonnement
précédent & ¢y, on sait qu’il existe une constante ay, telle que (T, ¢) = aropr(k) = axp(k).
Ceci prouve le résultat !

7. P vérifie Péquation (u — 1)P = 0 d’ott Pexistence des a;. Prenons maintenant ¢ dans
D(]j — 1,7+ 1]). Il vient

(P,0) = a;0(j) = (P, 116) = a;-16()
puisque T1¢ est a support dans |j — 2, j[. On a donc pour tout j € Z a; = aj_1, et donc
a; = ap = a.

8. Pour cette fonction, ¢ = ¢?, et donc

(P.¢) =0 ¢(j) = (P.d) =Y o))-
JEL JEL
Comme qg = ¢ et bien sir 3, (%(j) > 0, on en déduit que a = 1.
9. 1l s’agit simplement d’écrire que (P, ¢) = (P, ¢).

Exercice 6 - Deux méthodes... - Quatriéme année - *x

1. Prenons ¢ € S(R). Comme souvent, on écrit

IAT IAT

e : e () p(x)e
1 —1 LA
{e™vp(1/2), ¢) = lim e @ T + S

dx.

La deuxieme intégrale ne pose pas de problemes : il suffit d’appliquer le théoreme de
Riemann-Lebesgue pour obtenir qu’elle tend vers 0 si A tend vers +oo. Pour la premiére,
on retire ce qui pose probléme :

o) ¢P(z) — Mg (0) e
/e§x|§1 = /sg|zg1 T dr + ¢(0)/€ dz.

x <Jae|<1 @
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La fonction dans la premiere intégrale est cette fois intégrable en 0. On a donc

i €i)‘m(25($) _ ezA:r(Zs(O) e — / €i)‘m(25($) _ ez)\:rqs(()) "

£20 Je<|a|<1 x |z|<1 x

et on peut a nouveau appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue. Pour la seconde, on écrit

e = cos(Ax) + isin(\z). Or, la fonction z 0035(07)\:1:) est impaire, et son intégrale sur

[—1, —¢]U[—¢, 1] est donc nulle. D’autre part, z — M est intégrable en 0, d’ou il vient
finalement :
lim (vp(1/2),6) = tim_o(0) [ AT
im (e x = lim ——dx.
A——+00 VP ’ A—400 -1 X

On conclut alors en effectuant la changement de variable u = Az et en utilisant le fait que
Jor cofi2Z = T On obtient donc

lim e?®vp(1/z) = indy.

A—~+00

(F(e*vp(1/x)),¢) = (¢*vp(1/z), @
= (vp(1/x),e""d).

Maintenant, on utilise que

o(+ ) = ie).

Utilisant alors le fait que la transformée de Fourier de vp(1/z) est donnée par —imsigne(z),
on obtient

. 0 +00
(F(e™vp(1/z)),d) = in / dla+ M) —ir [ ¢la+ \/2m)de

— o0

On effectue le changement de variables u = « + A/27, et on utilise le théoréme de conver-
gence dominée pour obtenir que :

lim F(evp(1/x)) = ir.

A——+o00

Il suffit ensuite de prendre la transformée de Fourier inverse pour retrouver le résultat
donné par 'autre méthode!

Exercice 7 - Equation de Cauchy-Riemann - /éme année - xx*

Exercice 8 - Distribution nulle - Quatriéme année - x*x

1. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a u = %. On a:

u(z,y +h) —u(x) = a:y —|—/ 1—3s)h (xy+sh)d.
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On obtient

w(@,y +h) — u(x) ?

h

J (z,2))].

0x?

ou
- (w,y)’ < Clh| sup
O ly'—y|<1

Cette inégalité montre que w - % (x,y) converge uniformément sur les compacts

vers 0, ce qui est le résultat souhaité.

2. On a w = <Tw, %H(Zy» — (T, %(aﬁ,y)>. Par récurrence, on obtient que

F est C* avec F(™(y) = (T, %}.
3. D’apres le cours, G s’étend en une fonction entiere définie sur C et on a

G(z) = (Ty, e_i“>.
Si on admet que ce qui a été fait pour le cas complexe peut aussi se faire pour le cas

réel (ce n’est pas difficile, il suffit de remarquer que si z = u + iv, % = % (a@' + i%)),

alors la question précédente nous montre que G (0) = (—i)™(T}, z™) = 0. Ainsi, G est la
fonction nulle, donc T'=0et T = 0.
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