Exercices - Formes linéaires - Dualité : corrigé

Exercice 1 - Une forme linéaire - L1/Math Sup - %

f est donné par f(z,y,z) = ax + Sy + yz. En calculant les valeurs de f(1,1,1) = 0, etc...
on obtient le systeme suivant :

at+B+y = 0
2+ = 1
a+28+3y = 4
On résoud ce systéme et on trouve a = —1, § = —2 et v = 3. Ainsi,on a f(z,y, 2) = —x—2y+3z.
On en déduit
r = —2y+3z
fly,2)=0 <= { v =y
z = z

Une base de ker(f) est donc donnée par la famille des deux vecteurs (—2,1,0) et (3,0,1).

Exercice 2 - Une base en dimension 2 - L1/Math Sup - *

1. Puisque (R?)* est de dimension 2, il suffit de montrer que la famille (fi, f2) est libre.
Supposons qu’on a une relation

A1+ pfe = 0.

On la teste pour des valeurs de (z, y) particulieres : pour (z,y) = (1,0), puis (z,y) = (0,1),
on trouve successivement, :

Mi(1,0) + pfo(1,0) = 0 Abp = 0
{Aﬁ(o,l)wfz(o,l) =0 ‘:’{A—u = 0

On prouve facilement que ceci implique A = p = 0, et donc que la famille (f1, f2) est libre,
a fortiori une base de (R?)*.

2. 1l est facile de voir que (f1 + f2)(z,y) = 2z, et donc g = %fl + %fg. Pour h, c’est un petit
plus difficile. Il faut trouver A et u tels que, pour tous (z,y) de R? on a

20— 6y = Az +y) +u@—y)=A+pz+ A - py.

Par identification, on doit résoudre le systéme

Ad4p = 2 A= =2
{/\—u——6 <:>{,u—4.

Autrement dit, on a h = —2f; + 4 /5.

Exercice 3 - Base duale - L2/Math Spé - %%

Soit M la matrice dont les vecteurs colonnes sont les coordonnées de (f7, f5, f3) dans la
base (e}, 5, e3). Il suffit de prouver que le rang de la matrice M est égal a 3. Par des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes, on trouve que

2 =5 1 2 -5 —13/2
rg(M)=rg| 1 -2 3 |=rg| 1 -2 0 =3.
1 0 O 1 0 0
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(ff, f5, f5) est donc une base de E*. Soit (f1, fa, f3) la base dont elle est duale. Ecrivons
f1 = aey + bes + ces. Alors, on a le systeme :

fi(fi)=2a+b+c=1
f5(fi)=—a+0b+2c=0
f5(f1) =a+3b+0c=1.

Autrement dit, si on note C' la matrice

2 11
c=|-10 2|,
1 3 0
1
alors f{ = C~'| 0 |. On obtient bien sfir la méme chose pour fs, f3, et on trouve finalement
0

que les coordonnées des f;, exprimées dans la base eq, ez, e3, sont les vecteurs colonnes de la
matrice

6 -3 -2

-2 1 5

3 5 -1

1

_1_7
¢ 13

Exercice 4 - Formes linéaires sur un espace de polyndémes - L2/Math Spé - x*
On pose ¢;(P) = P(x;). Puisque ¢ et les ¢; sont des formes linéaires sur F, on demande

de prouver que ¢ est dans l’espace vectoriel engendré par ¢y, ..., ¢,. Il sufit de prouver que
(¢o,--.,¢Pn) est une famille génératrice de E*. Puisque dim(E*) = dim(E) = n + 1 et que la
famille comporte (n+1) éléments, cela revient & démontrer que (¢o, . .., ¢,) est une famille libre

de E*. Mais si Ao + - - - + A\p¢p = 0, alors on évalue le membre de droite pour le polynéme

P(X) = [T (X —a).

k#j
Clairement, on a ¢;(P;) = 0si i # j, et ¢;(Pj) = [I;(z; — k) # 0 sinon. Donc,
(Moo + -+ + App) (Py) = A; [] (a5 — z1) =0,
k#j
ce qui entraine A\; = 0. La famille est donc libre, ce qui acheve la preuve.
Exercice 5 - Formes linéaires multiplicatives sur les matrices - L2/Math Spé - »x
Soit 4, j, k,l dans {1,...,n}. On pose A = E; ; et B = E},;, de sorte que
AB = ki et BA = (5571‘E;€’j.

On a donc

05k (Eit) = 01,i0(Ekj)-

—pourj=keti#l ona¢(E;;) =0;
—pour j=keti=1[ onad(E;;)=¢(Epk)

http://www.bibmath.net 2



Exercices - Formes linéaires - Dualité : corrigé

Si on pose A = ¢(E11), on a donc ¢(M) = ATr(M).

Exercice 6 - Séparation - L2/Math Spé - »x

Seule 'implication réciproque nécessite une preuve. Procédons par contraposée, et prouvons
que si z # y, alors on peut construire ¢ € E* avec ¢(x) # ¢(y). Supposons d’abord que la
famille (x,y) est liée. Soit F' un supplémentaire de vect(x,y). Alors on définit une forme linéaire
sur E en la définissant sur vect(x, y) par ¢(ax +by) = a et sur F par ¢(z) = 0 pour tout z € F.
Alors, ¢(x) =1 et ¢p(y) = 0 et donc ¢(z) # ¢(y). Si maintenant (x,y) est liée, on peut supposer
x #0ety=Ar, A # 1. Soit alors F' un supplémentaire de vect(z). Alors on peut définir ¢ sur
E par ¢(z) =1 et ¢p(z) =0si z € F. On a alors ¢(z) =1 et ¢p(y) = A et donc ¢(x) # ¢(y).

Exercice 7 - Intersection d’hyperplans - L2/Math Spé - %%

1. On raisonne par récurrence sur p. Si p = 1, le résultat est connu : le noyau d’'une forme
linéaire non-nulle est un hyperplan de E. Supposons le résultat prouvé au rang p et
prouvons-le au rang p+ 1. Alors, soit E' = (}_; ker(f;) et gp+1 la restriction de f41 a E'.
Par hypothese de récurrence, on sait que dim(E’) > ¢ — p. D’autre part, ﬂ?ill ker(f;) =
ker(gp+1). Or, la dimension de ker(gp41) est égale a celle de E' moins 1 si gp41 est non-
nulle, égale a celle de E’ si gp41 est nulle. Dans tous les cas, dim(E’) > g—p—1 = ¢—(p+1).
Supposons que les formes linéaires sont indépendantes. L’hypotheése de récurrence nous
dit que dim(E’) = g — p. De plus, puisque les formes linéaires sont indépendantes, on n’a
pas d’apres le rappel

P
ﬂ ker(f;) C ker(fp41)-
i=1
Ceci signifie que g,+1 n'est pas nulle, et donc que dim(ker(gp+1)) = dim(E')—1 = ¢—p—1.
Enfin, si on sait que dim(F) = ¢ — (p + 1), notre argument montre que dim(E’') = ¢ —p
et donc que les formes linéaires f1,..., f, sont indépendantes. Si f,11 était combinaison
linéaire de (fi,..., fp), alors g,41 serait nulle et on aurait dim(F') = ¢ —p ce qui n’est pas
le cas. Donc fp, 41 n'est pas combinaison linéaire de (f1,..., fp) et la famille (fi,..., fp+1)
est libre.

2. On applique le résultat de la question précédente & E = M, (K) et aux formes linéaires
fi(M) = 3771 my 5, ot M = (m; ;). Ces formes linéaires sont indépendantes. En effet, si

)\lfl‘i‘"""An n:();

on applique cette égalité a la matrice élémentaire F; 1, dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui de la i-eme ligne et 1-ére colonne, égal a 1. On a f;(E;1) =0 et fi(E;1) =0si
k # i. Ainsi, on obtient \; = 0 et la famille est libre. D’ott dim(F) = n? — n.

3. On démontre d’abord que les formes linéaires (g;);=1,..n—1 forment une famille libre. En
effet, considérons une relation de liaison

p1g1 + -+ pn—1gn—1 = 0.

On 'applique a des matrices particulieres, mais il faut prendre garde désormais a ce qu’elles
doivent appartenir a F. Considérons ici M = E;j — E1,. Alors M € F et g;(M) =1
et gr(M) = 0 pour k # j. On obtient donc A\; = 0, et la famille (g1,...,gn—1) est libre.
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D’apres le résultat de la premiere question :

n n—1
dim (ﬂ ker(fi) N ﬂ ker(gj)> =n?—n—(n—-1)=(n-1)>~.

i=1 j=1
Reste & montrer que ’espace vectoriel considére est bien celui des matrices dont la somme
de chaque colonne et la somme de chaque ligne sont nulles. Le point important est de

vérifier que si fi(M) = -+ = fu(M) = q1(M) = -+ = g1 (M) = 0, alors g,(M) = 0.
Mais il est facile de vérifier que
ht o+ fa—n— —gn-1=0n

ce qui prouve le résultat d’apres le rappel.
On ne pouvait pas appliquer le résultat de la premiere question directement & la famille

(9j)j=1,..n car la famille (fi,..., fn,91,...,9n) est liée.

Exercice 8 - Hyperplans de M, (K) - L2/Math Spé/Oral X/Agreg -

1. Posons T; j(M) = Tr(E; jM), ou E; ; est la matrice élémentaire avec 1 en (4, j) et 0 ailleurs.
On va prouver que la famille des (75 j)1<i<n,1<j<n est une base de M,,(K)*. Puisque la
famille comprend n? éléments, qui est aussi la dimension de M,,(K)*, il suffit de prouver
qu’il s’agit d’une famille libre. Mais si on a une combinaison linéaire >, ; A; ;7; ; = 0, on
évalue en Ej ;,. Mais :

1 sit=19etj=jo
T; i (Ejoio) = Tr(85,50 Eiig) = { 0 sinon.

On obtient donc Aj, ;, = 0, et donc la famille est libre.
Considérons maintenant ¢ € M, (K)*. ¢ s’écrit >.i; NijLij. En particulier, pour tout
A e M,(K) :
P(M) = NijTi (M) = Te((Q] NijEij)M) = Tr(AM)
(2% .3
Ofl A = Zi,j )\i,jEi,j'
2. Soit H un hyperplan de M,,(K). Il existe une matrice A non-nulle telle que H = ker Ty,

ot T4 est défini par T4 (M) = Tr(AM). Soit r le rang de A. Alors A est équivalente & J;,
ie A= PJ,Q ou

1 0
0 0
1
Jr = 0
0
On pose

0O ... 0 1
N - 1 0
0
1 0
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N est inversible, et on a
Tr(J,N) = 0.

Pour M = Q" 'NP~!, ona
Ta(M) = Tr(PJ,QQ 'NP™
= Tr(J,NP'P)
= Tr(J.N)
= 0.

D’ou M est inversible, et M € H.
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